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Przedmowa

Informatyka jest dyscypling mioda, liczaca okolo pieédziesiat lat. Sam termin infor-
matyka pojawit sig¢ w jezyku polskim na poczatku lat siedemdziesiatych, a termin
komputer zadomowil sig na dobre dopiero w koficu lat siedemdziesiatych ubieglego
wieku. Rozwo¢j informatyki byt i pozostaje stymulowany dwoma czynnikami. Pierw-
szym jest rozwdj technologii, gtéwnie elektronicznej. Dzieki postgpowi w tej dziedzi-
nie stalo si¢ mozliwe technicznie zrealizowanie najpierw urzadzen liczacych, ktérych
koncepcje byly rozwazane znacznie wcze$niej, a pézniej zbudowanie uniwersalnych
urzadzen liczacych — wspétczesnych komputeréw. Drugim czynnikiem jest potencjal-
nie ogromne pole zastosowan informatyki. Oba te wzajemnie sprzezone czynniki do-
prowadzily do sytuacji, ze komputer staje si¢ powszechnym narzedziem pracy niemal
w kazdej dziedzinie.

Miarg tempa rozwoju obecnie dominujacej technologii polprzewodnikowej jest
fakt, Ze wydajno$¢ sprzgtu komputerowego, mierzona czestotliwoscia zegara steru-
jacego praca komputera, i — podobnie — rozmiar pamieci operacyjnej komputera
podwaja sig co poltora roku. Przewiduje sie, Ze taka tendencja moze sie utrzymadé
do lat 2015-2020. Wyznacznikiem rozpowszechnienia zastosowan informatyki jest
obecnie nie tylko Internet — globalna sie¢ komputerowa, stanowigca federacje setek
tysigcy sieci komputerowych — ale réwniez rozpoczynajacy sie proces integracji
Internetu, telefonii komérkowej oraz telewizji cyfrowe;.

Informatyka dostarcza specyficznych narzedzi i metod, ktére mozna wykorzystywacé
do rozwiazywania probleméw w réznych dziedzinach. Do zrozumienia tej specyfiki
1 mozliwosci zastosowan informatyki potrzeba trwatych i niezawodnych podstaw. Tak
jak w przypadku innych nauk $cistych, podstawy informatyki sa oparte na matematy-
ce, a doktadniej na wybranych jej dziatach, odpowiednio przystosowanych do potrzeb
informatyki. Podstawy informatyki sa wprawdzie ciagle ksztattowane, ale pewne ich
elementy mozna obecnie uznaé za ustabilizowane. W historii matematyki byl okres na
przetomie XIX i XX wieku, gdy uéwiadomiono sobie konieczno$é ustalenia podstaw
matematyki, bez ktérych nie bylby mozliwy spdjny rozwéj réznych dzialéw: algebry,
analizy matematycznej, rachunku prawdopodobietistwa, topologii itp. Podstawy ma-
tematyki, ktore uformowaty si¢ w pierwszej potowie ubieglego wieku, objely dwa
niezalezne wczesniej dzialy — teori¢ mnogosci i logike. Podobnie jest z podstawami
informatyki, za ktére réwniez mozna uwazaé teori¢ mnogosci i logike, z polozeniem
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akcentu, silniejszego niz w podstawach matematyki, na logikg. Wynika to takze
z tego, ze informatyke traktuje si¢ niekiedy jako dyscypling wyrosta z podstaw mate-
matyki.

Szczegodlna rola matematyki w podstawach informatyki nie jest jednak uzasadniong
wylacznie wzgledami historycznymi. Zasadniczy powdd wynika z roli, jaka pelni
informatyka w zastosowaniach praktycznych. Rozwiazywanie probleméw, przed kto-
rymi staje informatyk, wymaga od niego — po pierwsze — zrozumienia danej dziedziny
sastosowar i zrozumienia na czym dany problem polega, po wtére — informatyk musi
snaé i rozumieé narzedzia i metody, ktérymi moze dysponowad, wreszcie — po trzecie
— musi zaproponowac jak, za pomocg posiadanych $rodkéw, dany problem rozwiazac.
Opis problemu na tle specyficznej dziedziny jest poczatkowo wyrazany w jezyku na-
turalnym. Precyzyjny jego opis wymaga wyrazenia go w jezyku sformalizowanym,
czyli jezyku o $ciéle okreslonej skladni i semantyce. Potrzeba taka wynika stad, ze
przedstawione ostatecznie komputerowi do policzenia rozwiazanie problemu musi by¢
wyrazone w jgzyku programowania, czyli réwniez pewnym sformalizowanym jezyku.
Komputer, w odréznieniu od cztowieka, nie potrafi bowiem podja¢ zadnych innych
akeji niz te, ktére sq wyrazone w pewnym jgzyku sformalizowanym.

Konieczno§¢ formalizacji informatyki wynika wigc z dwéch powodéw. Po pierwsze
— ze specyfiki komputera i tego, co potrafi, a to — co potrafi — mozna sprowadzi¢ do
umiejetnoéci przetwarzania symboli. Po drugie — wynika z potrzeby zrozumienia abs-
trakeji, czyli procesu budowy formalnego opisu problemu na podstawie opisu wyra-
zonego w jezyku naturalnym. Formalny opis problemu jest pewnym modelem rze-
czywistego problemu wystgpujacego w realnej dziedzinie. Model jest opisem
uproszczonym, to znaczy koncentruje sig tylko na wybranych aspektach rzeczywiste-
go problemu. Na jakich aspektach i jak szczegbtowo ma skupia¢ sig model zalezy
oczywiécie od celu jego budowy. Sposéb budowy modelu, ocena zgodnosci modelu
z opisywang rzeczywistoscia, zwiazek pomigdzy modelem opisu a modelem rozwig-
zania s3 typowymi zagadnieniami, wokét ktérych wyrastaja teorie i dziaty matematy-
ki. Klasycznym przykladem sa analiza matematyczna i teoria réwnan rézniczkowych,
ktore rozwinety sie na skutek zapotrzebowania dziewigtnastowiecznej techniki
i fizyki.

Na poczatku XX wieku z formalizacja matematyki wiazano zbyt wielkie nadzieje.
Program formalizacji matematyki, zwiazany gléwnie z nazwiskiem Dawida Hilberta,
zalamat sie w latach trzydziestych ubieglego wieku, po odkryciach Kurta Gédla, ktory
wskazal na swoistg ograniczono$¢ metod formalnych. Gdyby sig okazalo, ze program
Hilberta jest realizowalny, woéwczas mozna byloby przypuszczaé, ze wszystko to, co
potrafi czlowiek, mogiby réwniez zrealizowaé komputer. Tak jednak nie jest, dlatego
intuicja i kreatywno$¢ sa tymi wlasciwosciami czlowieka, ktére stanowiq o jego prze-
wadze nad komputerem. Oznacza to, ze informatyk w swojej pracy powinien traktowad
metody formalne jako uzupehienie i wsparcie wlasnej pomystowosci i tworczosci.

Przedmowa 9

W informatyce metody formalne stanowia fundament podstawowych pojeé, takich
jak: pojecie algorytmu, obliczalnosci czy zlozonosci obliczeniowe;.

Logika dostarcza jezyka do przedstawiania i badania whasnosci modeli informatycz-
nych, w tym systeméw komputerowych i jgzykéw programowania, a zwlaszcza érod-
kow do definiowania skladni i semantyki jezykéw programowania. W jezyku logiki
mozna specyfikowa¢ wymagania stawiane projektowanym systemom oprogramowa-
nia. Jezyk logiki moze ponadto by¢ bezposrednio uzywany jako jezyk programowania.
Ogromna rolg odgrywa logika w zastosowaniach informatyki, na przyktad w tworze-
niu i funkcjonowaniu baz wiedzy i systeméw ekspertowych.

Szczegblng rolg odgrywa logika w procesie wytwarzania oprogramowania. Na
gruncie logiki stato si¢ mozliwe sformutowanie pojgcia poprawnosci programéw,
a nastgpnie opracowanie metod weryfikacji ich poprawnoéci. Proces wytwarzania
oprogramowania, jak na przykltad w inzynierii oprogramowania, jest obecnie
w coraz wigkszym zakresie wspomagany przez komputer. Budowa narzedzi wspo-
magajacych ten proces opiera si¢ na formalnych metodach, majacych oparcie na
gruncie logiki.

Niniejszy podrecznik pt. Elementy logiki i teorii mnogosci dla informatykéw jest po-
prawiong i rozszerzong wersja wydania z 2002 roku: Elementy logiki dla informaty-
kow, Oficyna Wydawnicza Politechniki Wroctawskiej. Tak jak wydanie poprzednie,
obejmuje gtéwnie logike klasyczna wraz z krétkimi informacjami o logikach niekla-
sycznych.

W jezyku polskim jest wiele bardzo dobrych podrecznikéw logiki, pisanych przede
wszystkim dla matematykéw — na przyklad: [Adamowicz, Zbierski 1991], [Grze-
gorezyk 1975], [Hunter 1982], [Rasiowa 1998], [Stupecki, Hatkowska, Pirég-
-Rzepecka 1978], a w ostatnim okresie: skrypt [Tiuryn 2003] oraz [Guzicki, Za-
k.rzewski 2005], [Kraszewski 2007], przy czym dwie ostatnie pozycje ograniczajg
sig tylko do teorii mnogosci. Warto wspomnieé o krétkiej i dawno wydanej ksiazce
0 przegladowym charakterze [Lyndon 1978]. Natomiast, oprécz nielicznych — na
przyklad: [Mostowski, Pawlak 1970], [Szatas 1992] — praktycznie nie ma takich
podrecznikéw dla informatykéw. Zwraca uwagg fakt, ze w ostatnim okresie po-
wslajg rézne podreczniki logiki dla informatykéw w jezyku angielskim — na przy-
klad: [Fitting 1990], [Kelly 1997], [Nissanke 1999], [Socher-Ambrosius, Johann
1??6], [Ben-Ari 2001]. Ostatnia pozycja — pod wieloma wzgledami podobna do ni-
niejszego podrecznika — ukazata si¢ w 2005 roku w tlumaczeniu na jezyk polski.
J tj.dnq z istotnych réznic migdzy tymi dwiema kategoriami podrecznikéw jest spo-
sob przedstawiania systeméw dowodzenia. Dla matematykéw zwykle jako podsta-
Wowy wybiera sig system dowodzenia Hilberta, ktéry dobrze oddaje praktyke do-
wodowg ,.klasycznego” matematyka, w informatyce natomiast wieksza role
odgrywaja systemy dowodowe, ktére — inaczej niz system Hilberta — pozwalajg na
automatyzowanie procesu dowodzenia. W niniejszym podreczniku omawia sie za-
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tem — jako podstawowe systemy dowodzenia — system sekwentow Gentzena i sys-
tem oparty na regule rezolucji.

Pierwszy rozdziat podrecznika jest ogblnym wprowadzeniem, wyja$niajacym czym
jest logika. Pozostaly material mozna podzieli¢ na cztery czegscel.

Pierwsza czgséé, obejmujaca rozdzialy od 2. do 8., jest krétka prezentacja elementow
teorii mnogoéci, algebr abstrakeyjnych i jezykéw formalnych. W obecnym wydaniu
ksiazki wprowadzono dodatkowe informacje na temat liczb kardynalnych oraz nieco
poszerzono rozdzial dotyczacy jezykow formalnych.

W drugiej cze$ci, obejmujacej rozdzialy od 9. do 12., omdéwiono rachunek zdan
i kwantyfikatoréw — ich skladnig, semantyke oraz zwigzane z nimi systemy dowodze-
nia oparte na sekwentach Gentzena i regule rezolucji.

W trzeciej czeséel, obejmujacej rozdziaty 13. i 14. o charakterze informacyjnym, krét-
ko omdwiono inne systemy dowodzenia oraz dokonano przegladu innych, nieklasycz-
nych logik. W obecnym wydaniu zamieszczono opis systemu dowodzenia opartego na
tablicach analitycznych, jako systemu alternatywnego w stosunku do systemu dowo-
dzenia opartego na regule rezolucji.

Cze$é czwarta — dotaczona do tego wydania ksigzki, obejmujaca rozdziaty 15.1 16, —
przedstawia zastosowanie metod logiki do definiowania sktadni i semantyki jezykdw
programowania oraz klasyczng logike programéw Hoare’a, shuzacg dowodzeniu po-
prawnosci programow.,

Prezentacja materiatu jest sformalizowana tylko czg$ciowo i odnosi si¢ w zasadzie do
definiowania poj¢é oraz do sformutowania i udowodnienia wybranych twierdzen.
Zwr6cono uwagg przede wszystkim na twierdzenia o poprawnosci i zupetnosci syste-
mu dowodzenia opartego na rachunku sekwentéw Gentzena, w przypadku pozostalych
przedstawianych systeméw dowodzenia ograniczono si¢ tylko do sformulowania od-
powiednich twierdzen.

Do kazdego rozdzialu sa dolaczone éwiczenia. Zebrane tu zadania pochodza z réznych
zrodet: cze$¢ stanowi opracowania autora lub wspotpracownikdw, czesé jest zaczerpnieta
z podrecznikéw przedstawionych w spisie literatury: [Fitting 1990], [Gabbay 1998],
[Gerstig 1993], [Kelly 1997], [Marck, Onyszkiewicz 1975], [Nissanke 1999], [Stanosz
2002], [Pacholski 2004], [f.awrow, Maksimowa 2004], [Guzicki, Zakrzewski 2005].

W celu czytelnego wyodrebnienia przyktadéw wprowadzono w tekscie linie rozdziela-
Jace na poczatku i koncu odpowiednich akapitéw. Zakoniczenia dowoddéw sa zazna-
czone czarnym kwadracikiem m.

Podrecznik jest przeznaczony w zasadzie dla studentéw pierwszego roku informatyki
na studiach politechnicznych. Zakres materialu jest jednak szerszy i dlatego moga
skorzystad z niego, jako z lektury uzupekniajacej, takze studenci lat starszych.
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Sktadam serdeczne podzigkowania moim kolegom z Instytutu Informatyki Stosowanej
Politechniki Wroctawskiej za pomoc podczas przygotowywania tego podrecznika.
Szezegolnie gorqco dzigkuje profesorowi Iwanowi Tabakowowi oraz doktorowi Zdzi-
stawowi Splawskiemu za uwazng lekture rekopisu, wskazanie usterek, cenne wskazéw-
ki oraz propozycje ulepszenia tekstu, a doktor Bogumile Hnatkowskiej — za wnikliwe
uwagi dotyczqce dwdch ostatnich rozdziatow.

Oddzielne podziekowanie kieruje do recenzentow — profesora Mariana Adamskiego,
profesora Leszka Pacholskiego i doktora hab. Wieslawa Szwarca, ktérzy — oprécz
wskazania usterek — przedstawili sugestie i propozycje dotyczqce sposobu prezentacji
materiatu.

Dzickje tez studentom Wydziatu Informatyki [ Zarzqdzania Politechniki Wroclaw-
skiej, ktorzy wychwycili usterki edytorskie w poprzednim wydaniu ksiqzki.

Niezaleznie od wszelkich uwag i sugestii, podrecznik, jak kazdy obszerniejszy tekst,
moze zawiera¢ przeoczenia badz niescistosci. Czytelnikdw, ktorzy spostrzega takie
usterki, autor prosi o przekazanie odpowiedniej informacji poczta elektroniczng na
adres: zbigniew.huzar@pwr.wroc.pl

Wroctaw, maj 2007 Zbigniew Huzar



1. Elementarne pojecia logiczne

1.1. Czym jest logika?

Stowo logika' bywa uzywane przez filozoféw, matematykéw i w mowie potocznej
w licznych znaczeniach i kontekstach. Diugotrwata tradycja terminologiczna okredla
logike jako analizg j¢zyka pod katem jego wykorzystania do:

e definiowania,
o klasyfikowania,
e wnioskowania.

Celem takiej analizy jest podanie regul postugiwania si¢ jgzykiem, aby byt on sku-
teczny.

Logika pojmowana jako narzg¢dzie poprawnego myslenia, czyli wni;)skowania lul?
rozumowania, byla juz przedmiotem zainteresowania starozytnych” [Kotarbinski
1985], [Murawski 1995]. Drugie jej narodziny przypadajg na wiek XIX. Traktowana
jako pomocniczy dzial matematyki, wyodrgbnita si¢ na poczatku XX wieku w samo-
dzielng dyscypling matematyki. Obecnie zakres pojgcia logiki jest szeroki i obejmuje
trzy odrebne dziedziny [Bochenski 1992]:

e logike formalna,
e metodologie,
e filozofig logiki.

Przedmiotem zainteresowania logiki formalnej sa wypowiedzi w danym jezyku, a do-
ktadnie;j to, czy sa one prawdziwe czy falszywe. Dana wypowiedZz mozna oceniaé albo
jako prawdziwa, albo jako falszywa, gdyz Zadna wypowiedz nie moze byé jednocze-
$nie prawdziwa i falszywa. Prawda i falsz, jako wlasnosci wypowiedzi, sa zatem pod-
stawowymi pojgciami logiki.

Pojegcie prawdy, chociaz uzywane powszechnie, nie jest latwe do okreslenia. Klasycz-
ne rozumienie prawdy opiera si¢ na zwiazku pomiedzy wypowiedzia a rzeczywisto-

! Stowo logika pojawia sig po raz pierwszy w tytule dzieta Demokryta (460-371 p.n.e.).

2 Problematyka logiczna byla rozwazana przez Sokratesa (469-399 p.n.c.) i Platona (427-347 p.n.e.), ale
za pierwszego tworcg systemu logiki uwaza si¢ Arystotelesa (384-322 p.n.e.).
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scia, do ktorej dana wypowiedz sig¢ odnosi. Ten sens oddajg slowa wypowiedziane
blisko dwa tysiace lat temu przez Sekstusa Empiryka [Turski 1988]:
O kazdym bowiem zdaniu rozstrzyga sie, ze jest prawdziwe albo ze Jest falszywe ze
wzgledu na jego odniesienie do rzeczy, o ktérej zostalo orzeczone. Jezeli bowiem
okazuje si¢ ono zgodne z rzeczq, o ktorej zostato orzeczone, wydaje sie prawdziwe,
Jjezeli niezgodne — falszywe.

Zadaniem logiki formalnej jest ustalanie prawdziwoéci wypowiedzi. Pierwszym zada-
niem jest ustalanie prawdziwo$ci wypowiedzi ztozonych na podstawie prawdziwos$ci
wypowiedzi, ktére stanowia ich skladowe. Szczegélnym rodzajem sa takie wypowie-
dzi zlozone, ktdre sg zawsze prawdziwe, niezaleznie od prawdziwosci swoich wypo-
wiedzi sktadowych. Wypowiedzi takie nazywa si¢ prawami logicznymi. Gléwnym
zadaniem logiki jest jednak wnioskowanie, czyli badanie tego, co na podstawie dane-
go zestawu prawdziwych wypowiedzi — przestanek — mozna sadzié o prawdziwosci
innych wypowiedzi. Chodzi tu o wnioskowanie niezawodne, to znaczy takie, ktére na
podstawie prawdziwych przestanek gwarantuje zawsze wyprowadzenie prawdziwych
wnioskow. Przedmiotem logiki sg réznego rodzaju schematy niezawodnego wniosko-
wania, ich formulowanie, porzadkowanie i uzasadnianie.

Metodologia zajmuje sig stosowaniem logiki do réznych dziedzin [Bochefiski 1992],
[Wojcicki 1982]. W praktyce okazuje sig, ze te same prawa logiczne moga by¢ stoso-
wane w rozny spos6b. Inng rzecza sg schematy wnioskowania, a inna przeprowadza-
nie wnioskowania na podstawie tych schematéw. Znany na przyktad podzial wnio-
skowania na metody dedukcyjne i indukcyjne nie polega na uzyciu réznych praw
logiki, lecz na réznym uzyciu tych samych praw. Celem metodologii — nie wnikajac
w szczegoty — sg ogdlne sposoby zdobywania i formutowania wiedzy prawdziwej albo
przynajmniej dobrze uzasadnione;.

Filozofia logiki obejmuje analiz¢ podstawowych pojeé logiki [Bochenski 1992]. Pré-
buje odpowiadaé na przyklad na pytania: Co to jest prawda? Co to jest prawo logicz-
ne? Skqd wiadomo, ze jest ono prawdziwe?

Ksiazka obejmuje tylko logike Jormalnq, nazywana inaczej logikq matematyczng lub
logikq symboliczng. Logika formalna wprowadza jgzyk symbolicznego zapisu wypo-
Wiedzi i okresla jak mozna takim symbolicznym zapisom przypisywaé pewne znacze-
nie, czyli — w jaki spos6b mozna okresla¢ ich semantyke? Zakres wypowiedzi, ktére
Mozna zapisywa¢ w jezyku logiki formalnej, nie obejmuje oczywiscie wszystkich
Wypowiedzi, ktére mozna sformulowaé w jezyku naturalnym. Jezyk logiki formalne;j
Jest natomiast catkowicie wystarczajacy do przedstawiania i analizy wypowiedzi do-
Wolnych dzialéw matematyki. Nic w tym dziwnego, gdyz narodziny wspétczesnej logi-
ki wigza sie wiaénie z potrzeba precyzyjnego sformutowania i analizy zagadnien z za-
kresu podstaw matematyki, ktére pojawily sig pod koniec XIX i na poczatku XX wie-
ku. Dlatego logikg formalng okresla sig niekiedy jako metamatematyke, czyli jako
haukg dostarczajaca jezyka do opisu wszystkich pozostatych dzialéw matematyki.

T ===
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Celem logiki formalnej jest ujgeie procesu rozumo“./ania, albo wnioskowania, w .postaci
przeksztatcania napiséw reprezentujacych wypowiedzi. Chodzi 0 to, aby na.poc§staw1c pew-
nych napisow, reprezentujacych wypowiedzi uznane z prawdzn.ve, gzysklwrfxc prawslz1we
wnioski — nowe napisy, reprezentujace nowe, prawdziwe wypow1ed21: Inaczej: Fhodz1 o to,
aby przeksztatcania napisow reprezentowaly niezawodne schematy wnioskowania.

Przeksztalcanie napiséw opiera logika formalna na systgmie dedukcyjnym, czyli na
ustalonym zbiorze regul mechanicznego przekszt.alc‘:ama tekstéw. Pewne napisy
przyjmuje si¢ za poprawne z zalozenia. Traktuje si¢ je jako aksjomaty ‘syst.err‘lu deduk-
cyjnego. Inne napisy przyjmuje si¢ za poprawne tylko wtedy, gdy daje sig je wypro-
wadzié¢ z aksjomatéw przez stosowanie ustalonych reguf systemu dedukc.yjncgo. Re-
guta jest mechanicznym sposobem przeksztalcania jednych napis()w w inne napisy.
Napisy wyprowadzone w wyniku stosowania przyjetych regut powinny b,yc poprawne nie
tylko w sensie zgodnosci z przyjetymi regulami przeksztalcania, ale réwniez powinny
byé poprawne w sensie semantycznym, to znaczy powinny by¢ wypowiedziami praw-
dziwymi.

Logik formalnych jest wiele [Marciszewski 1987, 1988]. Roznig sig one klasa ol?iekj
tow, do ktérych odnosza si¢ wypowiedzi, rodzajami wypowiedzi (np. Wypow1ed2}
oznajmujace, przypuszczajace, pytajace, nakazujace) oraz stosowanymi systemami
dedukcyjnymi — systemami wnioskowania. Szczegolng rolg — zaréwno ze wzgledu na
historie, a takze zastosowania — pelni logika klasyczna. Logika klasyczna jest jadrem
wszystkich innych logik formalnych, w tym réwniez réznych specjalistycznych logik
stosowanych w informatyce.

1.2. Jezyk logiki formalnej

Jak wspomniano, przedmiotem logiki formalnej sa wypowiedzi w danym jezyku,
a doktadniej to: czy sa prawdziwe czy falszywe.

Nie wszystkie wypowiedzi moga by¢ jednak oceniane jako prawdziwe albo fatszywe.
Nie sposéb tak oceni¢ wypowiedzi rozkazujacej czy pytajacej, mozna tak oceniac co
najwyzej wypowiedzi oznajmujace, ale nawet co do nich mogg powstawaé watpliwo-
Sci. Na przyktad, czy wypowiedz:

W 2100 roku bardzo popularnq formaq wypoczynku bedq wakacje na Marsie.

jest prawdziwa czy falszywa? Trudno to osadzié, przynajmniej w obecnej dobie.
Z powodu braku wiedzy historycznej nie mozna natomiast stwierdzié, czy prawdziwa
jest wypowiedz:

Krol Bolestaw Chrobry urodzil sie w poniedzialek.

Wypowiedzi, ktérym mozna przypisaé prawdziwoséé albo falszywo$é, beda nazywane
zdaniami. Zdania moga by¢ proste, na przykiad:
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Ksiqzka lezy na stole.
W programie koncertu jest symfonia Mahlera.

Warto zwrocié uwagg, ze tego rodzaju zdania sa formutowane w pewnym kontekécie
sytuacyjnym i tylko w tym kontekScie mozna rozstrzygaé, czy sa prawdziwe czy fal-
szywe. W jezyku naturalnym spotyka sig tez wypowiedzi, ktérych prawdziwoéé, na-
wet po ustaleniu kontekstu, moze by¢ trudna do okreélenia. Rozpatrzmy zdania:

On jest dosy¢ wysokim mezZczyzng.

Samochod jechal dosyé wolno.

Powodem trudno$ci w pierwszym zdaniu jest rozumienie zwrotu dosy¢ wysoki. Czy
jest dosy¢ wysoki mezczyzna, ktory ma 180 cm wzrostu, czy dopiero taki, ktéry ma
185 cm? Podobnie w drugim zdaniu problem stwarza rozumienie zwrotu Jjecha¢ dosyé
wolno.

Ze zdan prostych mozna budowa¢ zdania zlozone, na przyktad:
Pdjde do kina lub pdjde do teatru.
Jeieli wykonawcq koncertu bedq filharmonicy berliniscy, to zwalq sie Humy.
W 1939 roku Hitler napadf na Czechostowacje i — w roku nastepnym — na Polske.

Zdania zlozone powstaja przez polaczenie zdaf prostych za pomoca spdjnikow lo-
gicznych. Spdjnikami logicznymi (zdaniowymi) sa na przyklad stowa i Zwroty: nie,
lub, i (oraz), jezeli ..., to ..., ... wtedy i tylko wtedy, gdy ... .

W jezyku naturalnym zwroty te maja ustalone znaczenie. Ponizej przedstawia sig prosta
formalizacjg uéciélajaca ich znaczenie. Formalizacja spéjnikow logicznym polega na:

* nadaniu im pewnej symbolicznej notacji,

® przypisaniu im znaczenia w terminach tablic prawdziwoséciowych.

Zdania bgda ozmaczane symbolami p, ¢, r, ... Spojniki logiczne beda oznaczane nastepujaco:
* Spdjnik nie — nazywany negacjq — jest oznaczany symbolem —. Negacje zdania p
zapisujemy: — p.
* Spojnik i (oraz) — nazywany koniunkcjq — jest oznaczany symbolem A. Koniunk-
cjg zdan p, ¢ zapisujemy: p A q.
* Spojnik /ub — nazywany dysjunkcjq lub alternatywq — jest oznaczany symbo-
lem v. Dysjunkcje (alternatywe) zdan p, ¢ zapisujemy: p v q.
* Spéjnik jezeli ..., to ... — nazywany implikacjiq — jest oznaczany symbolem =>.
Implikacjg zdan p, ¢ zapisujemy: p = gq.
Implikacjg p = g mozna takze czytaé w inny sposéb, na przyktad:
p jest warunkiem dostatecznym do tego, ze ¢.
g pod warunkiem, ze p.

g wtedy, gdy p.
g jest warunkiem koniecznym do tego, ze p.
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e Spojnik weedy i tylko wtedy, gdy — nazywany t"o'wnowaz'nos'ciq — jest oznaczany
symbolem <. Réwnowazno$é zdan p, g zapisujemy: p < g.
Rownowaznoéé p < g mozna takze czyta¢ w inny sposob, na przyklad:
p jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym do tego, ze g.

p dokladnie wtedy, gdy p.
p jest rownowazne p.

Uwaga o
Czasem negacja, koniunkcja itd. nazywa sig¢ zdania zlozone, ktére powstajg z in-
nych zdan przez taczenie spéjnikami negacji, koniunkeji itd.

Zapisujac zdania zlozone w postaci symbolicznej, bedziemy uzywac nawiasow, gru-
pujac w odpowiedni sposob zdania sktadowe. Nawiasy beda opuszczane, g'dy przyj-
mie sie nastgpujaca kolejno$¢ stosowania (wiazania) sp6jnikéw (od najsilniejszego do
najstabszego):

AV, D, O
Zamiast na przyktad
(P A v (rAs) =t
mozna pisaé
“PAGVFIAS!
Zaktada si¢ ponadto, ze wystgpujace obok siebie spdjniki A, v facza w lewo, a wyste-
pujace obok siebie spojniki =, < laczg w prawo. Na przyklad:
@ArgAr,
p=>(@=r).

pPAgAY
p=>qg=r

znaczy

Znaczy

Prawdziwo$¢ zdania zlozonego zalezy tylko od prawdziwosci jego zdan sktadowych i od
tego, jakim spojnikiem sg one potaczone. Taka wlasnos$¢ nazywa si¢ ekstensjonalnosciq.

Tablica 1.1
—p Pl al pr p|alprvg p|q|r>q p | q]|p=q
P | F F | F F F | F F F | F P F |F P
F| P P | F F P | F P P|F F P F F
F P F F | P P F|P P F|P F
PP P P|P P P | P P P|P P

Role spdjnikow logicznych daje sie prosto wyrazi¢ za pomoca tablic prawdziwoscio-
wych — tablica 1.1. Tablica prawdziwo$ciowa jest tabelarycznym zestawieniem
wszystkich wartosciowan zdati sktadowych oraz odpowiadajacych im warto$ciowa-
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niom zdania ztozonego potaczonego danym spdjnikiem logicznym. W celu zmniej-
szenia roziniaréw tablicy zamiast prawda lub fafsz pisze sie symbole P oraz F. Tablica
uscisla znaczenie, ktore sig¢ wigze ze spdjnikami logicznymi w jezyku naturalnym.

Wiasno$¢ ekstensjonalnosci, czyli abstrahowanie od wewnetrznych treéci zdan skla-
dowych przy ocenie prawdziwosci zdan ztozonych, moze powodowaé kolizje z poto-
cznym rozumieniem prawdziwosci zdan. Typowym przykladem sa zdania polaczone
spojnikiem implikacji. Zdanie
Jeicli ksiezyc ma ksztalt szescianu, to dzisiaj mamy dzien rektorski.

uznaliby$Smy za bezsensowne. Formalnie jest to zdanie poprawnie zbudowane, a po-
nadto jest to zdanie prawdziwe. Chociaz zdanie dzisiaj mamy dzie# rektorski nie musi
by¢ zdaniem prawdziwym, ale fatszywos¢ zdania ksiezyc ma ksztalt szescianu pociaga
prawdziwo$¢ catej wypowiedzi. Pojecie sensownoéei, do ktérego czesto sie odwotu-
jemy w jezyku naturalnym, nie ma bezposredniego odpowiednika w jezyku logiki
klasycznej. Wynika to z tego, Ze jezyk logiki klasycznej jest znacznie ubozszy od je-
zyka naturalnego — jest tylko pewnym jego przyblizeniem.

Zdania sa wypowiedziami, ktérym — w danym kontekscie wypowiedzi — jednoznacz-
nic przypisuje sig prawdziwos¢ lub falsz. Znane sq tez inne rodzaje wypowiedzi, kt6-
rym prawdziwo$¢ lub fatsz mozna przypisaé dopiero po dodatkowych ugci§leniach
dotyczacych elementéw wypowiedzi. Na przyktad o prawdziwosci zdania

Mezczyzna jest wyzszy od kobiety.
mozna jednoznacznie si¢ wypowiedzie¢ dopiero wtedy, gdy wiadomo, o ktérego mez-
czyzng 1 o ktora kobietg chodzi. Mezezyzna i kobieta stanowia tu argumenty wypo-
wiedzi. Wskazujac na konkretnego mezczyzne i na konkretna kobiete, mozna stwier-
dza¢ o prawdziwosci lub fatszu tego zdania.

/dania tego rodzaju nazywa sig funkcjami zdaniowymi albo formami zdaniowymi.
Mozna je traktowac jako pewien sposéb wyrazania wlasnosci elementéw pewnego
Zbioru. Zdania takie beda zapisywane P(a), gdzie a jest argumentem wypowiedzi.
Funkcji zdaniowych czesto sig uzywa w powiazaniu z charakterystycznymi zwrotami,
na przyktad:

Mozliwe, ze zachodzi P(a).

Dla kazdego elementu a ze zbioru A zachodzi P(a).
Pierwszy ze zwrotow to rodzaj zwrotu modalnego. Taki zwrot wystepuje na przyktad
W zdaniach:

Mozliwe, ze Piotr wypozyczyt juz potrzebng mu ksigzke.

Mozliwe, ze prezes spozni sig¢ na spotkanie.

Mozliwe, Ze w 2100 roku bardzo popularng formq wypoczynku bedq wakacje na Marsie.

Drugi ze zwrotéw to rodzaj zwrotu kwantyfikacyjnego. Przyklady wypowiedzi z tym
zwrotem:
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Kazdy student otrzymuje indeks.

Kazdy dorosly ponosi peing odpowiedzialno$c za swoje czyny.
Dalej zajmiemy si¢ przede wszystkim zwrotami kwantyfikacyjnymi. Beda rozwazane
tylko dwa zwroty:

Dla kazdego elementu a zachodzi P(a).
Istnieje element a, dla ktorego zachodzi P(a).

Pierwszy zwrot jest nazywany kwantyfikacjq ogding albo uniwersalnq, a drugi -
kwantyfikacjq szczegdtowq albo egzystencjalng.

Istnieja jeszcze inne rodzaje zwrotéw kwantyfikacyjnych, ktére nie bedg rozwazane,
na przyktad:

Dia wiekszosci elementow a ze zbioru A zachodzi P(a).
Dla nieskonczenie wielu elementow a ze zbioru A zachodzi P(a).

Jezeli symbolem P(a) oznaczy¢ funkcjg zdaniowa, ktérej dla ustalonego elementu a ze
zbioru 4 mozna w jednoznaczny sposéb przyporzadkowaé prawdg albo falsz, to wy-
powiedz z kwantyfikatorem ogélnym dla P(a) zapisuje sig¢ symbolicznie w postaci

Yac A e P(a),

a wypowiedz z kwantyfikatorem szczegdtowym w postaci
Jdac A » P(a).

Wypowiedzi z kwantyfikatorami mozna czytaé w rézny sposob.

Zapis z kwantyfikatorem ogélnym Vae 4 ® P(a) mozna czytaé:
Dla kazdego ae A [zachodzi] P(a).
Dla dowolnego ae 4 {zachodzi] P(a).
Dla wszystkich ae 4 [zachodzi] P(a).
Wszystkie ae 4 maja wlasno$é¢ P(a).
P(a) dla wszystkich ae 4.

Zapis z kwantyfikatorem szczegétowym Jae A ® P(a) mozna czytaé:
Dla pewnego ae 4 [zachodzi] P(a).
Dla jakiego$ ae 4 [zachodzi] P(a).
Jakie$ ae 4 ma wlasnoéé P(a).
P(a) dla pewnego ae 4.
Zapis [zachodzi] oznacza tu, Ze stowo ‘zachodzi’ wystepuje opcjonalnie — mozna je
czyta¢ albo pomijaé.
Uwaga
Opro6cz wprowadzonej, uzywa sig¢ réwniez innych notacji na wypowiedzi z kwan-
tyfikatorami, na przyktad:
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Yae A.P(a) Yae A:P(a) (Vae A)P(a) A FPla)
ac 4

Jae A.P(a) Jdae A:P(a) (Jae A)P(a) v P(a)
ac A

1.3. Wnioskowanie

Logika formalna zajmuje sig schematami wnioskowania, ktére pozwalaja na to, aby na
podstawie prawdziwoéci jednych wypowiedzi — przestanek — wnioskowaé o prawdzi-
woscl innych wypowiedzi — wnioskéw. Historycznie najstarsze schematy wnioskowa-
nia, nazywane sylogizmami, pochodza od Arystotelesa.

Przyktadem wnioskowania opartego na jednym z sylogizméw jest nastepujace rozu-
mowanie:

Wszyscy bogowie greccy sq zazdrosni,

Zeus jest greckim bogiem.

Zatem: Zeus jest zazdrosny.
Dwa pierwsze zdania sa tu przestankami, a ostatnie — wnioskiem (konkluzja).
Ogolnie schemat wnioskowania mozna przedstawi¢ w postaci ,,utamka”, w ktorego ,liczni-
ku” beda zapisywane przestanki, a w ,,mianowniku” beda zapisywane wnioski. Rozpatrzmy
kilka schematéw wnioskowan, ktore mozna odnie$¢ do wielu codziennych sytuacji.

Znanym schematem jest modus ponendo ponens, majacy postaé
pP=9q

p

q
gdzie: p oraz g oznaczaja dowolne wypowiedzi.

Na podstawie takiego schematu wnioskuje sig na przykiad:
Jezeli dzisiaj jest niedziela, to jutro jest poniedzialek
Dzisiaj jest niedziela.

Jutro jest poniedziatek.

Schemat ten jest niczawodny, co oznacza, ze jezeli przestanki sg prawdziwe, to takze
Prawdziwy jest wyprowadzony na ich podstawie wniosek.

Inny przyktad réwniez niezawodnego schematu wnioskowania to modus ponendo tollens
Albo p, albo q

D
-9
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Zwrot albo ..., albo ... nie byl wczesniej omdéwiony. Zgodnie z potocznym rozumie-
niem zdanie ztozone postaci albo p, albo q jest prawdziwe tylko wtedy, gdy jest praw-
dziwe dokfadnie jedno ze zdan sktadowych p, g.

Przyktad wnioskowania:
Albo pdjde do kina, albo pdjde do teatru.
Péjde do kina.
Nie pdjde do teatru.

Jeszcze inny przykltad niezawodnego schematu wnioskowania to modus tollendo ponens:
pvyg
-p
q
Wedlug tego schematu wnioskuje si¢ w przykladzie:

Péjde do kina lub pojde do teatru.
Nie pojde do kina.
Pojde do teatru.

Czgsto korzysta si¢ ze schematéw wnioskowania nazywanych sylogizmem warunko-
wym. Przykladem jest schemat:

rp=4q

qg=r

p=>r
Schematy wnioskowania, ktérymi zajmuje sig logika formalna, sa w pewien sposéb
ograniczone. Nie biorg pod uwagg tresci, lecz tylko prawdziwo$é zdan, dlatego me-
chaniczne stosowanie przedstawionych schematéw wnioskowania, jezeli si¢ nie wnika
w tre§¢ zdan, moze prowadzi¢ do absurdalnych wnioskéw. Jako przyktad postuzy
nastgpujace rozumowanie: Niech bgdg dane dwie wypowiedzi:

Jezeli Cezar pozostanie w domu, to Cezar nie zostanie zabity przez spiskowcow.
oraz

Jeieli Cezar nie zostanie zabity przez spiskowcow, to Cezar wyglosi przeméwienie

w Senacie.

WprowadZzmy oznaczenia. Niech:

poznacza: Cezar pozostanie w domu.
g oznacza: Cezar nie zostanie zabity przez spiskowcéw.
roznacza: Cezar wyglosi przemdwienie w Senacie.

Z zastosowaniem tych oznaczefi wnioskowanie oparte na schemacie sylogizmu wa-
runkowego przebiega nastgpujaco: Na podstawie przestanek p = g oraz g = r otrzy-
muje si¢ wniosek p = r, czyli:
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Jezeli Cezar pozostanie w domu, to Cezar wyglosi przeméwienie w Senacie.

Wniosek ten jest catkowicie sprzeczny ze zdrowym rozsadkiem. Wynika to z tego, ze
w zastosowanym schemacie wnioskowania uwzglednia sig tylko prawdziwo$¢ prze-
slanek, a nie uwzglednia sig treSciowego powiazania przestanek i konkluzji: pozosta-
wanie w domu w pewnym okresie wyklucza przebywanie w Senacie w tym samym
okresie i, tym samym, wygloszenie tam przeméwienia.

To, ze zdanie jest wynikiem zastosowania pewnego schematu wnioskowania do in-
nych zdan-przestanek nazywa sig konsekwencjq dowodowq albo konsekwencjq sklad-
niowq. W rozpatrywanym przyktadzie wyraza sig to zapisem

p=>gq,q=>ri-p>r

Ogolnie, jezeli {py, ..., p,} jest pewnym zbiorem zdan-przestanek, a q jest zdaniem,
ktére wyprowadzono z tego zbioru na podstawie jedno- lub wielokrotnego stosowania
pewnych schematéw wnioskowania, to zapisuje sie to w postaci

{Pl, "'1pn}}_ q

Symbol - nazywa sig symbolem konsekwencji skiadniowej. Powyiszy zapis czyta sie;
¢ jest konsekwencjq sktadniowa zbioru zdan {p,, ..., p,}.

Rozpatrzmy teraz rozumowanie, ktére nie opiera si¢ na przedstawionych schematach
wnioskowania. Niech dany bedzie przyktad:

Jeieli znany pianista da recital, to przyjdg tumy, gdy ceny biletow nie bedq zbyt
wygérowane.

Jeieli znany pianista da recital, to ceny biletéw nie bedq zbyt wygdrowane.

Zatem: Jegeli znany pianista da recital, to przyjdq Humy.

W pierwszym z powyzszych zdan wystgpuje zwrot gdy. Zgodnie z potocznym rozu-
mieniem, zdanie ztozone postaci p gdy ¢ jest réwnowazne zdaniu Jezeli g, to p.

Czy jezeli przestanki w przykiadzie — dwa pierwsze zadania — sa prawdziwe, to czy

Prawdziwa jest rowniez konkluzja — trzecie zdanie? Wprowadzmy oznaczenia.
Niech:

P oznacza: Znany pianista da recital.
g oznacza: Przyjdq thumy.
roznacza:  Ceny biletéw bedq zbyt wygérowane.

) . , . . F
Po zastosowaniu tych oznaczen nasze wnioskowanie ma postag:

pP=>(=r=9q)
p=-r
zatem: p = q
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Mozna przytoczy¢ dwa sposoby uzasadnienia poprawnos$ci wnioskowania. Pierwszy
sposob mozna zilustrowaé tablica prawdziwoéciowa (tablica 1.2). Podobnie jak
w poprzedniej tablicy, zamiast prawda i fafsz pisze si¢ P i F.

Tablica 1.2
p |l g | r || —w=q| p=r| p2(r=9) | P29
1| F| F| F | P F P P P
2| F| F|P|F P p 14 14
3| F | P | F | P P P P P
4| F|lePpjP|F P P P P
s| P F|F|P F P F F
6| P | F|P|F p F P F
7/ | P| F | P P P P P
8| P | P| P |F P F P p

Sposéb uzasadniania jest tu nastgpujacy: wnioskowanie ma by¢ niezawodne, to zna-
czy konkluzja ma by¢ prawdziwa zawsze wtedy, gdy prawdziwe sa przestanki. Wy-
starczy rozpatrzyé wszystkie warto$ciowania zdan prostych p, g, r, przy ktérych
prawdziwe sa zdania z{ozone stanowiace przestanki, i sprawdzi¢, czy przy tych war-
to$ciowaniach prawdziwe jest rOwniez zdanie stanowiace konkluzje. Przypadki ta-
kich wartoéciowan reprezentuja wiersze 1, 2, 3, 4 i 7 w tablicy 1.2. Analiza tych
przypadkéw potwierdza poprawno$é wyprowadzonego wniosku.

Drugi sposdb opiera sie na nastgpujacym rozumowaniu nie wprost: jezeli zatozy¢, ze
nasz wniosek jest poprawny, to czy jest mozliwe, aby jednocze$nie byly prawdziwe
przestanki i negacja konkluzji? Inaczej — czy zdanie

@=>@Er=>9)A(p=>-r)A~(p=>q)

moze by¢ prawdziwe dla dowolnych warto$ciowan zdan prostych p, g, r? Okazuje sig,
co pokazuje tablica 1.3, ze przy wszystkich wartosciowaniach zdanie to jest falszywe.
Nie moze by¢ tak, ze jednoczeénie sg prawdziwe przestanki i negacja konkluzji. Nie
jest zatem mozliwe, aby zdania stanowiace przestanki mogty by¢ niezgodne ze zda-
niem stanowiacym konkluzje.

Oba sposoby nie polegaly na tekstowym przeksztalcaniu przestanek, ale opieraty
si¢ na analizie znaczenia zdan, doktadniej — na analizie ich prawdziwos$ci. Oba spo-
soby potwierdzily, ze konkluzja jest konsekwencjq logiczng, albo konsekwencjq
semantycznq, zbioru przestanek. Fakt ten, w odniesieniu do przyktadu, zapisuje sig
w postaci

p>(—r=>q,p=>—rtEp=g
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Ogolnie, jezeli {pi, ..., p,} jest pewnym zbiorem zdan-przestanek, a g jest jego lo-
giczna konsekwencja, zapisuje sig to w postaci
{Ph '--apn} = q

Symbol & nazywa si¢ symbolem konsekwencji semantycznej. Zapis ten czyta sie:
g jest konsekwencjq semantyczna zbioru zdan {py, ..., p,}.

Tablica 1.3
—

(=(=r=q))
A ([) = ﬂr)
A=(p=q)

F

R~
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p=(—r = q))| p=>—r —-(p=q)
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J
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e N[ S [([tnhnhiw |ty ] —
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Majac pojgeia konsekwencji sktadniowe;j i konsekwencji semantycznej, mozna spre-
cyzowaé niezawodno$¢ schematéw wnioskowania. Schemat wnioskowania jest nie-
;awodny (albo poprawny), gdy dla dowolnego zbioru zdan {p, ..., p,} oraz zdania g,
jezeli

{pl, ---’pn}}— q

to

{pl’ ---:pn} = q

Inaczej: schemat wnioskowania jest niezawodny, gdy dla dowolnego zbioru przesta-
nek konsekwencja sktadniowa pociaga konsekwencje semantyczna,

Schemat wnioskowania, ktéry nie jest niezawodny, jest praktycznie bezuzyteczny.
Wszystkie przedstawiane wczedniej schematy sa schematami niezawodnymi (po-
Prawnymi), zawodnym natomiast schematem wnioskowania jest na przyklad sche-
mat postaci

P=4q
q

Aby to stwierdzié, wystarczy rozpatrzy¢ warto§ciowanie, w ktérym obie wypowiedzi
P oraz q s falszywe. Przy takim warto$ciowaniu przestanka schematu p = q jest
brawdziwa, ale wniosek g jest falszywy.
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1.4. Indukcja matematyczna

Zasada indukcji matematycznej jest jednym z bardziej uzytecznych schematdéw wnio-
skowania. Bezpoérednio odnosi sig¢ ona do badania wlasnoéci wyrazanych w termi-

nach liczb naturalnych, czyli do wlasnosci postaci P(n), gdzie ne Nat. Zasada indukcji |

opiera sig na prostej obserwacji, ze caly zbior liczb naturalnych mozna uporzadkowac,
zaczynajac od 0, a nastepnie mozna przechodzi¢ do kolejnych liczb przez dodawanie
1. Z obserwacji tej wynika, ze udowodnienie, iz pewna wiasnoé¢ P(n) zachodzi dla
kazdej liczby naturalnej n wymaga pokazania, ze zachodzi ona dla n = 0, oraz ze za-
chodzi P(n + 1), gdy zachodzi P(n). Czy zachodzi P(0) wymaga zatem bezposrednie-
go zbadania, natomiast P(1) zachodzi, poniewaz zachodzi P(0), podobnie P(2) zacho-
dzi, poniewaz zachodzi P(1) itd.

Twierdzenie 1.1 (Zasada indukcji matematyczney)

Niech P(n) bedzie pewna wlasnoscia, ktéra odnosi si¢ do liczby naturalnej n. Aby
pokazac, ze wlasnos¢ P(n) zachodzi dla kazdej liczby naturalnej ne Nat, wystarczy
pokazadé, ze:

krok poczatkowy: P zachodzi dla n = 0, czyli zachodzi P(0),

krok indukcyjny: jezeli zachodzi P(n), to rowniez zachodzi P(n + 1).

Dowodzenie zgodnie z zasada indukcji sktada sig¢ z dwéch krokéw. Krok poczatkowy
wymaga zbadania zachodzenia wlasnosci P dla » = 0. Drugi krok wymaga udowod-
nienia implikacji: jezeli P(n), to P(n + 1). Zalozenie P(n) w tej implikacji nazywa sig
hipotezq indukcyjnq.

Przyktad 1.1

Niech P(n) oznacza wlasno$é, ze 2" > n’. Wlasnosé ta nie zachodzi dla wszystkich
liczb naturalnych, ale zachodzi dlan > 5.
Latwo sprawdzi¢, ze zachodzi P(5), gdyz 2° > 5%, ale nie zachodzi P(4), gdyz nie-
prawda, ze 2 > 47, i podobnie nie zachodzi P(0), P(1), P(2), P(3).
Jezeli zachodzi P(n) oraz n 2 5, to zachodzi rowniez P(n + 1).
Istotnie, jezeli 2" > r’, to — ze 2! > (n +1)” — wynika z nastepujacego wnioskowania:
2" =2x2"
> 2n — na mocy hipotezy indukcyjnej, ze 2" > r’
it
>n*+5n
=n’+2n+3n
>t +2n+1

L =(n+1y

— na mocy zalozenia, ze n 2 5

— wlasno§¢ trywialna: 3n>1dlan=1
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(zasem wiasnosci, o ktorych sig sadzi, Ze mozna je tatwo udowodnié metoda induke;ji,
moga sig okaza¢ niemozliwe do bezposredniego wykorzystania zasady indukcji. Ilu-
struje to przyklad.

przyklad 1.2

‘/I\aeiy pokaza¢, ze suma n poczatkowych liczb nieparzystych jest kwadratemI
pewnej liczby naturalnej, to znaczy Ze dla kazdej liczby naturalnej # istnieje taka
liczba naturalna k, ze

n=1

> (i+1)=k"

i=0
Dla n = 0 wiasno§¢ P(0) zachodzi trywialnie dla k = 1. Zalézmy teraz, ze istnieje
k>1 takie, ze zachodzi powyzszy wzdr, woéwczas

" n-1

> 2i+1)=) (2i+1)+(2n+1)=k>+2n+1

i=0 i=0

Niestety, nie ma gwarancji, ze wyrazenie k>+ 2n +1 jest kwadratem pewnej licz-
by naturalnej i tym samym nie mozna dowodu kontynuowaé. Moze to sugerowaé,
ze indukcja jest zbyt stabym schematem dla dowodzenia tego typu wiasnosci.
Tak jednak nie jest. Nalezy zauwazy¢, ze gdyby w rozwazanym wyrazeniu przy-
Jja¢, ze k= n, wéwczas zachodzitaby r6wnosé

k2+2n+1=nz+2n+1=(n+1)2

Obserwacja ta sugeruje rozwazenie mocniejszej wlasnoéci, mianowicie

n—1
> (i+1)=n"
i=0

@dowodnienie metoda indukcji jest juz proste i pozostawia sig je Czytelnikowi. |

Udowodnienie pewnych wlasnosci wymaga silniejszej formy indukcji. Mianowicie,
W indukcyjnym kroku, aby udowodnié P(n + 1) wymaga sie zalozenia, ze nie tylko
zachodzi P(n), ale réwniez, ze zachodza P(1), ..., P(n — 1).

Twierdzenie 1.2 (Zasada indukcji matematycznej — silna forma)

Niech P(n) bedzie pewna wiasnoscia, ktéra odnosi sie do liczby naturalnej n. Aby
pokazac, ze wlasno$¢ P(n) zachodzi dla kazdej liczby naturalnej ne Na, wystarczy
pokazad, ze:

krok poczqtkowy: P zachodzi dla n = 0, czyli zachodzi P(0), oraz

krok indukcyjny: zachodzi P(n + 1), gdy zachodzi P(k) dla kazdego k=0, ..., n.
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Przyklad 1.3

r Nalezy pokazaé, ze kazda liczba naturalna n 2 2 jest iloczynem liczb pierwszych.I
Wiasnoéé ta zachodzi oczywiscie dla n = 2. Dalej zatézmy, Ze wlasnoéC ta za-
chodzi dla 2, 3, ..., n. Na tej podstawie nalezy pokazaé, ze zachodzi ona rowniez
dla n+ 1. Jezeli n + 1 jest liczbg pierwsza, to wlasnosé jest oczywiscie prawdzi-
wa. W przeciwnym razie, gdy n + 1 nie jest liczba pierwsza, oznacza to, ze n + 1
moze byé wyrazone jako iloczyn km dwéch liczb, gdzie 2 <k<noraz2<m<n.
Na mocy hipotezy indukcyjnej liczby k oraz m sa iloczynami liczb pierwszych,

| zatem n+ 1 wyraza sig réwniez jako iloczyn liczb pierwszych. |

W przykladzie nie korzysta sig bezposrednio z hipotezy indukcyjnej dla n, ale dla
pewnych liczb k, m mniejszych od n + 1. Ogélnie moze zachodzi¢ potrzeba wykorzy-
stania wielu takich liczb.

1.5. Logika w informatyce

Logika klasyczna znajduje w informatyce szerokie zastosowanie. W pierwszej kolej-
noéci dostarcza ona jezyka do przedstawiania i badania wtasnosci modeli informa-
tycznych, w tym systemow komputerowych i jezykéw programowania. Szczegélna
role odegrata logika w formowaniu pojecia algorytmu i obliczalnosci [Arbib 1968],
[Davis, Hersh 1994], [Mostowski, Pawlak 1970], [Penrose 1996].

Oproécz logiki klasycznej sa wykorzystywane logiki specjalne, przeznaczone na przy-
klad do specyfikacji oprogramowania, a takze jako jezyki programowania.

Wazna role w informatyce odgrywaja réznego rodzaju logiki nieklasyczne, migdzy in-
nymi w systemach eksperckich (doradczych). Zadaniem takich systemow jest wspoma-
ganie cztowieka podczas podejmowania decyzji, na przykiad postawienie przez leka-
rza diagnozy o stanie zdrowia pacjenta na podstawie wynikéw badan. Proces
podejmowania decyzji opiera si¢ w takich przypadkach na informacji niepewnej lub
niepetnej, a wnioski z przeprowadzonego wnioskowania nie muszg by¢ niezawodne.

Oto wybrane dziaty informatyki, w ktérych logika znajduje bezposrednie zastosowanie:

® Specyfikacja i weryfikacja programéw — np. [Bicaregui, Fitzgerald, Lindsay
1994], [Dembinski, Matuszyniski 1981], [Shepard 1995].
Formuty logiczne stuza do wyrazenia tego, co program ma obliczaé, czyli do wy-
razania specyfikacji programu. Stwierdzenie czy dany program oblicza to, co
powinien, czyli czy spelia zadang specyfikacje, polega na odpowiednim mani-
pulowaniu na tekscie formut specyfikacji i na tekécie programu. Inaczej: stwier-
dzanie poprawnoéci programu wzgledem danej specyfikacji polega na przepro-
wadzeniu dowodu w odpowiedniej logice programéw.
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o Przetwarzanie rozproszone, wspdlbieznos¢ i sterowanie, systemy komunikacji
w czasie rzeczywistym — np. [Apt, Olderog 1991], [Huzar 1989].

Odpowiednie formy logiki zostaly opracowane w celu wyrazania i wnioskowania
o zjawiskach, ktore wystepuja w przestrzeni i trwaja w czasie. Sa one wykorzy-
stywane na przykiad do wnioskowania o wspélpracy pomigdzy mobilnymi réw-
noleglymi procesami.

Zarzadzanie bazami wiedzy — np. [Bolc, Borodziewicz, Wojcik 1991], [Tyugu 1989].
Zadaniem odpowiednich logik jest umozliwienie udzielenia odpowiedzi na pyta-
nia kierowane do bazy wiedzy. Udzielanie odpowiedzi na pytania sprowadza si¢
do zbadania, czy jest ono konsekwencja semantyczna nagromadzonej wiedzy.

Projektowanie uktadéw logicznych — np. [Harrison 1973].

Projektowanie uktadéw elektronicznych komputeréw, na przyktad uktadéw sca-
lonych, spowodowalo powstanie specjalistycznych logik, migdzy innymi logik
wielowartoéciowych i progowych.

Systemy ekspertowe, planowanie i sztuczna inteligencja — np. [Bolc, Borodzie-
wicz, W¢jcik 1991], [Banerji 1990], [Bubnicki 1990], [Huzar, Kurzynski, Sas
1994].

Dzial ten wyksztalcit nowa grupe logik, ktérych istota jest prowadzenie wnio-
skowania w warunkach informacji niepetnej lub niepewne;.

* Przetwarzanie jezyka naturalnego (lingwistyka informatyczna) — np. [Carnap
1990], [Marciszewski 1987].

W celu automatycznej analizy tekstu, czy tez automatycznego przekladu z jedne-
g0 jezyka na inny, powstaty rézne logiki stuzace przede wszystkim do wyrazania
znaczenia tekstu.

* Programowanie logiczne — np. [Kowalski 1989], [Wojcik 1991].
Jezyk logiki moze by¢ traktowany bezposrednio jako jezyk programowania. To,
co w podejsciu klasycznym jest logiczna specyfikacja programu — przy zachowa-
niu pewnych ograniczen — moze by¢ interpretowane jako wykonywalny program.

Cwiczenia

I. Ktéra z wypowiedzi jest zdaniem, a ktéra funkcja zdaniowa:

a) Ksiezyc jest zrobiony z zoltego sera.

b) On faktycznie jest wysokim mezczyzng.

c) Stonce krazy dookola Ziemi.

d) W ciqgu wiekow skiadniki te uformowaly rafy.
) Niech zyje przyjazn miedzy narodami!
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f) Dwa jest liczbq parzystq. o

g) Ktdra druiyna zdobedzie mistrzostwo kraju w pitce noznej?

h) Oczekuje sig, ze w przysztym roku obroty na gieldzie znacznie wzrosng.

1) x> -4=0.

j) Dlugi honorowe nalezy splacac w ciqgu 24 godzin.

k) Mezczyzna jest wyzszy od kobiety.

1) Nalezy raczej zapobiegad niz leczyc.

m) Kalifornig co roku nawiedza trzgsienie ziemi o sile 7 stopni w skali Richtera.
n) Krél Jagietto byt raczej wysokim mezczyzna.

. Jaka warto$¢ logiczna maja zdania:
a) 8jest liczbq nieparzystq lub 6 jest liczbq parzystq.
b) 8jest liczbq nieparzystq oraz 6 jest liczbq parzystq.
c) Jezeli 8 jest liczbq nieparzystq, to 6 jest liczbq parzysiq.
d) Jezeli 8 jest liczbq nieparzystq oraz 6 jest liczbq parzystq, to 6 jest wigksze od 8.

. Ktére ze zdan jest negacja danego zdania:

a) Wynikiem obliczen jest albo 2, albo 3.
(1) Wynikiem nie jest ani 2, ani 3.
(1) Wynikiem nie jest 2 lub nie jest 3.
(iii) Wynikiem nie jest 2 i nie jest 3.
b) Ogdérek jest zielonq rosling nasiennq.
(1) Ogdrek nie jest zielony, ale jest rosling nasienngq.
(i1) Ogdrek nie jest zielony lub nie jest rosling nasiennq.
(i1i) Ogdrek nie jest zielony i nie jest rosling nasiennq.

. Wskaz poprzednik i nastgpnik implikacji w zdaniach:

a) Pomyslny wzrost roslin jest uwarunkowany prawidlowym nawadnianiem.

b) W przypadiku modyfikacji programu pojawiq sie w nim biedy.

¢) Bledy w programie pojawiq si¢ tylko w przypadku jego modyfikacji.

d) Oszczedno$é energii jest zwiqzana z dobrq izolacjq Scian i szczelnoSciq okien.

. W podanych zdaniach zlozonych rozpoznaj zdania proste i taczace je spdjniki:

a) Edmund Hillary i Tenzing Norgay sq pierwszymi zdobywcami Mont Everestu.

b) Indochiny lezq w strefie tropikalnej i majq gorqce lata, ale zimy w czesci pot-
nocnej sq chiodne.

c) Niezaleznie od tego, jak wysoko skaczesz, ksi¢zyca nie osiqgniesz, chyba ze po-
lecisz tam rakietq.

. Przedstaw tablice prawdziwosciowe wyrazajace znaczenie wystepujacych w jezyku
polskim, nast¢pujacych zwrotéw:

a) co najwyzej jedno z dwojga,
b) dokiadnie jedno z dwojga,
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c) o ile ...,

d) ani.., ani,

e) pod warunkiem, ze ...,
) chyba ze,

g) chocby nawet,

h) zawsze wtedy, gdy.

7. Za pomoca dowolnych dwéch sposrod spojnikéw: negacii, koniunkeji, alternatywy
i implikacji, zdefiniuj znaczenie wyrazen podanych w zadaniu 6.

8. Rozpatrz nastgpujace wnioskowanie oparte na sylogizmie warunkowym:
Jezeli dzisiaj jest wtorek, to jutro jest Sroda.
Jezeli dzisiaj jest Sroda, to jutro jest czwartek.
Zatem: Jezeli dzisiaj jest wtorek, to jutro jest czwartek.

Wyjasni¢ przyczyny paradoksalnego wniosku.

9. Oto fragment raportu policji sporzadzonego przez miodego aspiranta:

Swiadek nie byt zastraszony lub iez, jesli Henry popetnil samobdjstwo, to testa-
ment odnaleziono. Jesli Swiadek byt zastraszony, to Henry nie popelnit samo-
bojstwa. Jesli testament odnaleziono, to Henry popelnit samobdjstwo. Jesli
Henry nie popetnit samobdjstwa, to testament odnaleziono.

Co komendant policji moze wywnioskowaé z powyzszego raportu (poza oczywi-
stym faktem, e nalezy zwolni¢ aspiranta)? Odpowiedz na pytania:

Czy swiadek byl zastraszony?

Czy Henry popelnif samobdjstwo?

Czy testament odnaleziono?

10. Posréd cztonkéw pewnego klubu lingwistycznego kazdy uczy si¢ francuskiego,
niemieckiego lub hiszpanskiego. Wiadomo, ze 20 uczy si¢ francuskiego, 12 fran-
cuskiego i hiszpafiskiego, 16 niemieckiego, 16 hiszpanskiego, 4 francuskiego
1 niemieckiego, 7 niemieckiego i hiszpanskiego, 3 wszystkich trzech jezykéw. Ilu
cztonkow liczy klub? Ilu z nich uczy sig dokladnie dwéch jezykdéw?

1. Oto przyklady wnioskowan przez indukcje:

a) Pokazg, ze wszystkie liczby naturalne sa parzyste. Oczywiscie 0 jest liczbg pa-
rzysta. Niech n bedzie dowolng liczba naturalng i zalézmy, ze dla wszystkich
k < n, k jest parzyste. Niech n, i n, bedzie dowolnym rozbiciem liczby # na su-
mg liczb mniejszych (tzn. n = n;+ n,). Poniewaz n, oraz n, sq mniejsze od n, za-
tem ny i n, sa parzyste, a wige n jest parzyste jako suma dwoch liczb parzystych.
b) Pokazg, ze wszystkie dodatnie liczby naturalne sg nieparzyste. Oczywiscie
1 jest liczba nieparzysta. Niech » bedzie dowolng liczbg naturalna i zatézmy, ze
dla wszystkich & < n, k jest nieparzyste. Niech 1, n, i n, bedzie dowolnym roz-
biciem liczby » na sumg trzech liczb mniejszych (tzn. n = n, + n, + 1). Poniewaz
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n, oraz n, sa mniejsze od », zatem n; 1 n s3 nieparzyste, a wigc n jest parzyste
jako suma dwoéch liczb nieparzystych i liczby 1.

¢) Pokazg, ze wszystkie proste na plaszczyznie sa rownolegte. Rozwazmy jedno-
elementowy zbidr prostych na plaszczyznie. Oczywiscie wszystkie proste nale-
zace do tego zbioru sq do siebie réwnolegle. Zatézmy, ze w kazdym n-elemen-
towym zbiorze prostych wszystkie proste sa do siebie rownolegle. Rozwazmy
teraz (n + 1)-elementowy zbidr prostych. Ustalmy w nim jedna prosta p. Na mocy
zatozenia indukcyjnego wszystkie pozostale n prostych sa do siebie réwnolegte.
Ustalimy teraz inna prosta g. Na mocy zatozenia indukcyjnego wszystkie pozostate
n prostych sa réwniez do siebie réwnolegte. Poniewaz relacja rownoleglosci pro-
stych jest przechodnia, wszystkie 7 + 1 proste sa réwnolegte. Na mocy zasady in-
dukcji matematycznej kazdy zbidr prostych na ptaszczyznie zawiera wytacznie pro-
ste rtownolegle. Dotyczy to zbioru wszystkich prostych na ptaszczyznie.

Ktére z tych rozumowan jest poprawne? Wskaz btedy popetnione w bigdnym ro-

zumowaniu.

12. Rozwazy¢ uogdlnienie problemu przedstawionego w przykladzie 1. Dla jakich
liczb naturalnych n, k zachodzi nieréwnosé: 2" > n*?

13. O wlasnosci P(n) wiadomo, ze jest prawdziwe P(1), a ponadto dla kazdej liczby
naturalnej n zachodzi implikacja P(n) = P(n + 10). Czy wynika stad, ze prawdzi-
we sa implikacje:

a) P(32) = P(62),
b) P(33) = P(61),
c) P(34) = F(63),
d) P(31) = P(64).

14. O wtlasnosci P(n) wiadomo, ze jest prawdziwe P(1), natomiast P(100) jest fatszy-
we, a ponadto dla kazdej liczby naturalnej » zachodzi implikacja P(n) = P(n + 2).
Czy wynika stad, ze:

a) P(101) jest prawdziwe,
b) P(300) jest prawdziwe,
c) P(50) jest falszywe,

d) P(200) jest falszywe.

15. Przeanalizuj prawdziwo$¢ zdania: To, co méwie w tej chwili, jest klamstwem.

16. Oto rozmowa czterech krasnoludkéw A4, B, C oraz D, z ktérych kazdy zawsze
moéwi prawdg albo zawsze ktamie:
Amoéwido B: Jestes kamcq.
Cméwido 4: Ty sam jestes klamcq.
D méwi do C: Oni obaj sq kiamcami. I ty takze jeste$ klamcq.
Ktéry z nich méwi prawde?

2. Elementarne pojecia mnogosciowe

2.1. Zbior i element zbioru

podstawa wszelkiej komunikacji pomigdzy ludzmi, a takze pomigdzy ludZzmi i kompu-
terami, jest jgzyk, ktdry uzywa wspélnie ustalonych symboli i jednoznacznie skoja-
;zonych z nimi pojeé. Symbole shuza do reprezentacji poje¢. Moga one mie¢ rdzna
posta¢ — moga to by¢ dzwigki, obrazy, znaki graficzne. Kazdy symbol powinien repre-
zentowaé pojecie, ktore jest jednakowo rozumiane przez obiekty (podmioty) uczestni-
czace w komunikacji. Wprowadzenie jgzyka wymaga zdefiniowania odpowiedniego
zestawu symboli oraz zdefiniowania przypisywanego im znaczenia. Z wprowadza-
niem nowego jezyka wiaze si¢ pewien problem: definicje elementéw jezyka wymaga-
ja opisu, wyrazanego w pewnym innym jezyku. Oznacza to, ze przed wprowadzeniem
pewnego jezyka nalezy dysponowad innym jezykiem stuzacym do opisu nowego jeg-
zyka. W celu odréznienia tych jezykow, jezyk definiowany nazywa sig jezykiem
przedmiotowym, krotko jezykiem, a jezyk shizacy do opisu jezyka przedmiotowego
nazywa sie metajezykiem.

Uwaga

Pojecie metajezyka funkcjonuje w wielu sytuacjach. Na przyktad podczas nauki
jezyka obcego, zalézmy angielskiego, jezyk ten opisujemy i wyjasniamy za po-
mocy jgzyka polskiego. Kazdy metajgzyk ma swdj metajezyk — mozna pisac po
niemiecku o kims, kto pisze po polsku o angielskim. Istnieje niekonczaca si¢ hie-
rarchia metajezykow.

Llementy jezyka formalnego (symbolicznego) zawieraja pojecia odnoszace sie do
dwéch obszaréw — obszaru teorii mnogosci i logiki. Elementy tego jezyka wyjasnia
Y16 W jezyku naturalnym. Jezyk naturalny odgrywa tu role metajezyka. Z jezyka natu-
lldlncgo wykorzystuje sig oczywiscie tylko te pojecia, co do ktorych nie ma watpliwo-
Cl interpretacyjnych. Sytuacja jest podobna do tej, z ktéra spotyka sie, studiujac na
Mrzykiad encyklopedie. Encyklopedia shuzy do wyjasniania pewnych pojecé-haset
- Czyni to za pomoca innych pojeé-hasel, o ktérych sie zaklada, ze powinny byé po-
¥szcchnie znane i jednoznacznie rozumiane. Czasem wprawdzie jest tak, ze w wyja-
sNianiy pewnych hasel wystepujg inne hasta, ale w odniesieniu do encyklopedii jako
calo$ci przyjmuje sig, Ze istnieje pewien zestaw pojeé pierwotnych, kiérych encyklo-
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pedia uzywa, ale ich nie wyja$nia i ktére sig uwaza za powszechnie zrozumiate. Po- |

stgpowanie takie nie jest catkowicie $ciste i czasem moze by¢ Zrédtem niejednoznacz-
nosci lub nawet sprzecznosci, ale praktycznie — w wigkszosci przypadkow — pozwala
na wprowadzanie 1 wyjasnianie potrzebnych pojec.

Obszary teorii mnogosci i logiki silnie sig przenikaja. Formutujac pojecia nalezace do
obszaru teorii mnogosci, korzysta sig z pojeé logicznych, ale tez i odwrotnie — formu-
lowanie wlasnosci logicznych wymaga odwolania si¢ do poje¢ mnogosciowych. Moz-
na sie zatem spotka¢ z dwoma podejéciami do opisu logiki klasyczne;. Pierwszg po-
dejécie polega na przyjeciu pewnych elementéw teorii mnogoscei i wyprowadzam.u na
ich podstawie poje¢ logicznych. Drugie podejscie, odwrotnie, polega na przyjeciu
podstawowych pojeé logicznych i na wyprowadzaniu na ich podstawie poje¢ mnogo-
sciowych. W ksiazce przyjeto pierwsze podejscie — przed pelnym opisem pojgé lo-
gicznych wyjaénia si¢ elementame pojgcia z zakresu teorii mnogosci.

Do podstawowych pojg¢ mnogos$ciowych zalicza sig:
* pojecie zbioru,

e pojecie elementu zbioru,
e pojecie nalezenia badz nienalezenia elementu do zbioru.

Pojecie zbioru — intuicyjnie zrozumiate — okazato sig bardzo trudne do precyzyjnego
zdefiniowania. Poprzestaniemy tu na intuicyjnym albo naiwnym rozumieniu zbioru,
tak jak czynit to w XIX wieku Cantor’ — twérca teorii mnogoéci — ktéry zbiér okreslat
jako
wjecie w catos¢ okreslonych, dobrze wyroznionych obiektow, zwanych elementami
zbioru.

W okre$leniu tym nie wskazuje sig, czym moga by¢ elementy zbioru. Podane okresle-
nie zbioru nie jest precyzyjne, gdyz przy probie odpowiedzi na pewne pytania moga
sie pojawi¢ sprzeczno$ci. Proby uscislenia pojecia zbioru prowadzily do powstania
sformalizowanej teorii mnogosci.

Nalezy podkreslié, ze w podanym okredleniu kiadzie si¢ akcent na rozréznialno$é
bytéw stanowiacych elementy zbioru. Nie okreéla sie¢ natomiast jak osiagaé tg rozroz-
nialno$¢, czy na przyklad przez jednoznaczng identyfikacje bytdw, czy przez okresle-
nie unikalnych ich wiasnoéci. Oznacza to jednak, ze majac dwa byty, potrafi sig
stwierdzié, czy sa one identyczne czy rézne.

Jezeli symbolem A oznacza si¢ pewien zbidr oraz symbolem a oznacza sie¢ pewien
element, to zapis a€e 4 czyta sie: a jest elementem zbioru A, natomiast zapis ag A czyta
sig: a nie jest elementem zbioru A.

Jezeli ae 4 oraz be A, to zapisuje si¢ to skrétowo: a, be 4.

3 Georg Cantor (1845-1918).
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N4 0got zbiory bedziemy oznaczaé napisami zaczynajacymi si¢ wielkimi literami lub
POjedynczymi literami greckimi, a elementy zbioréw odpowiednimi matymi literami,
, ewentualnymi indeksami.

pewne zbiory przyjmuje sig jako znane. Beda to zbiory: liczb naturalnych Nat, liczb cat-
kowitych Cafkowite, liczb wymiemych — Wymierne, liczb rzeczywistych — Rzeczywiste.

Szczegolnym zbiorem jest zbior pusty — zbiér, ktéry nie ma zadnego elementu. Bedzie
on oznaczany symbolem .

W celu wyeliminowania pewnej klasy paradokséw (zob. dalej — paradoks Russella),
ktére moga powsta¢ podczas definiowania zbioréw, zaklada sie, ze zaden zbidr nie
moze by¢ swoim elementem, to znaczy dla dowolnego zbioru A zachodzi: Ag A.

2.2. Definiowanie zbiorow

Zbiory mozna definiowa¢ w rézny sposob. Przedstawia sig trzy sposoby definiowania
zbiordw:

* enumeracyjny,

e rekursywny,

¢ ckstensjonalny.

Najprostszym sposobem definiowania zbioru jest jawne wskazanie wszystkich jego

elementéw. Sposéb ten nazywa sie enumeracjq lub wyliczeniem elementéw zbioru.
Schemat takiej definicji ma postaé

A =ger {al, a, ..., an}

Zapis ten czytamy: A jest nazwq zbioru, ktérego elementami sq ay, a, ..., a,. Symbol
Sder czytamy: rowny z definicji.

Przedstawiony wyzej schemat definicji zbioru zawiera dwa elementy:

* wprowadza symbol 4 jako nazwe zbioru,

* okresla znaczenie (inaczej interpretacje), ktére przypisujemy temu symbolowi;
jest nim zestaw elementéw a, a, ..., a,, ktére naleza do zbioru 4. Elementy te,
oddzielone przecinkami, tworzg skoriczony ciag. Wystepujace tu trzy kropki sa
tylko zaznaczeniem, Ze liczba tych elementéw moze byé dowolna, ale skorficzo-

na. Definicja konkretnego zbioru musi oczywiscie wymienié jawnie wszystkie
jego elementy.

W zwiazku z rozréznieniem pojecia symbolu oraz pojgcia znaczenia symbolu nalezy
“Wréci¢ uwage na nazwe zbioru. Mozliwe sa dwa spojrzenia na nazwe.

W pierwszym spojrzeniu nazwg traktuje sig tylko jako symbol — nazwa nie wyraza
“adnego znaczenia, jest tylko znakiem lub ciagiem znakoéw z ustalonego repertuaru
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znakéw. Taka rolg ma symbol 4 wystepujacy po lewej stronie w podanej poprzednio
definicji.

W drugim spojrzeniu nazwg traktuje sig jako zbiér, ktérego elementy sa wymienione
w nawiasach. Aby na przyklad odpowiedzieé na pytanie czy ae A4, nalezy widzie¢ A
jako zestaw konkretnych elementow.

Czesto dalej uzywanym zbiorem bedzie zbiér wartoéci logicznych
Logiczne =4 {prawda, fatsz}

Rozpatrzmy dalsze przyktady enumeracyjnej definicji zbioréw:
Kreski =g {|, =}
Strzatki =g {€, ¥, M, v}
DniTygodnia =4 {poniedzialek, wtorek, Sroda, czwartek, pigtek, sobota, niedziela}
LiteryMale =4 {a, b, ..., z}
LiteryDuze =4 (A4, B, ..., Z}

Elementami pierwszego i drugiego zbioru sa symbole graficzne, elementami pozosta-
tych zbioréw sa litery lub napisy. W definicjach dwoch ostatnich zbioréw wystepuja
takie same kropki, ale z uwagi na kontekst, w ktérym wystepuja, potrafimy nadaé im
odpowiednie rézne znaczenia.

Bezposrednio z definicji zbioréw wynika, ze na przyklad:
| € Kreski
>, AN e Strzatki

Uzywane pojgcie zbioru nie narzuca ograniczen na to, czym moga by¢ jego elementy.
W szczegdlnosci elementami zbioru moga byé inne zbiory. Rozpatrzmy przyktady
zbioréw:

{a}

{{a}}
{a, b}, {a}}
{{a}}, {a}, a}

S3 to zbiory anonimowe, to znaczy niemajace nazw. Pierwszy zbi6r sklada sie tylko
z jednego elementu a. Drugi zbidr sktada si¢ réwniez z jednego elementu, ale elemen-
tem tym jest zbior jednoelementowy {a}. Trzeci zbiér ma dwa elementy, ktérymi sg
zbiory {a, b} oraz {a}. Ostatni zbiér ma trzy elementy, z ktérych kazdy ma rézna
st'rukture; — pierwszy jest zbiorem postaci {{a}}, drugi jest zbiorem postaci {a}, a trze-
ci jest pojedynczym elementem a.

Enumeracyjne definiowanie zbioru nie jest mozliwe, gdy zbidr zawiera nieskonczenie
wiele elementéw. W tym przypadku mozna stosowaé podejscie rekursywne. Rekur-
sywna definicja zbioru sklada sie z dwoch czeéci:
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o czesci bazowej, w ktorej jawnie wskazuje sig na pewne obiekty jako elementy
definiowanego zbioru,

o czesci rekursywnej, w ktorej wskazuje sig na nowe obickty jako elementy defi-
niowanego zbioru, przez odpowiednie odwolanie si¢ do tych obiektéw, o ktd-
rych juz wiadomo, ze naleza do definiowanego zbioru (inaczej: cze$é rekursyw-
na okresla jak za pomoca obiektdéw, o ktérych wczesniej wiemy, ze sa elemen-
tami zbioru, mozna wyrazi¢ inne obiekty, ktdre sa rowniez elementami definio-
wanego zbioru).

Szczegblnie waznym 1 potrzebnym zbiorem nieskoriczonym jest zbidr liczb natural-
nych Nat. Mozna zdefiniowa¢ go rekursywnie nastgpujaco:

e OeNat
e jezeli ne Nat, to n + le Nat.

i‘lementy zbioru w czgsci rekursywnej definicji sq wyrazane przez napisy # oraz n+ 1.
Napisy te reprezentuja pewne liczby, przy czym to, jakie sa to liczby, zalezy od tego, jaka
liczbg przypisze sig symbolowi n. Stosujac czg$¢ rekursywna po raz pierwszy, symbolowi
n przypisuje si€ 0 1 na tej podstawie wnioskuje sig, ze 1 jest réwniez elementem zbioru
Nat. Stosujac czes¢ rekursywna po raz drugi, symbolowi n przypisze sie liczbe 1 itd.

W podanej definicji zaktada sig, Zze wiadomo jest, czym jest liczba i co oznacza doda-
nie jedynki do liczby. Bez rozumienia tych pojgé nie mozna zrozumieé, czym jest
zbior Nat. Pojgcia te naleza do metajezyka, ktorego uzywamy do zdefiniowania zbioru
liczb naturalnych. Inna, formalna definicja liczb naturalnych, ktéra nie odwotuje sie
do pojecia liczby i dodawania, jest podana dalej.

Uwaga
Podana definicja zbioru liczb naturalnych przyjmuje, ze liczba 0 jest najmniejszg
liczba naturalna. Spotyka si¢ tez definicje, ktore przyjmuja, Ze najmniejsza liczbg
naturalng jest 1. Konwencja ta wynika z historii powstawania liczb naturalnych,
kiedy — do odkrycia zera — za liczby naturalne uwazano tylko 1, 2, 3 itd.

Podobnie mozna zdefiniowaé zbiér dodatnich liczb parzystych:

® 2e ParzysteDodatnie
¢ jezeli ne ParzysteDodatnie, to n + 2€ ParzysteDodatnie.

Ponownie nalezy zwrdci¢ uwagg, ze w czesei rekursywnej definicji zbioru uzyto kon-
Sltrukeji n + 2, ktéra nalezy do metajgzyka stuzacego do definiowania zbioru, i o ktérej
zaktadamy, ze jest dla Czytelnika jednoznacznie zrozumiala.

Inny przyktad rekursywnej definicji pewnego zbioru liczb PewneLiczby jest nastgpujacy:

e 5, 7€ PewnelLiczby
e jezeli n, me PewnelLiczby, to n + me PewneLiczby
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Cze$é bazowa okresla, ze elementami zbioru PewneLiczby sa liczby 5 1 7. Analizujac
cze$é rekursywna, tatwo sig przekonaé, ze elementami tego zbioru beda takze liczby
10, 12, 14,15, 17, 20 itd.

Rekursywna definicja zbioru Liniefamane, ktorego elementami sa symbole graficzne
— linie tamane, zloZzone z elementéw zbioru Kreski — ma nastgpujaca postac:

o |,—eLinietamane

e jezeli a, be Linief.amane, to linia powstajaca z polaczenia a oraz b w taki spo-
soéb, ze jeden z koncdw a byl polaczony z jednym koncem b tak, aby poza miej-
scem polaczenia a oraz b nie mialy innych punktéw wspolnych, nalezy réwniez
do zbioru LinieZamane.

Latwo sie przekonaé, ze elementami zbioru Linietamane beda m.in. nastgpujace linie:

] =t S

1 2 3 4 5

Rys. 2.1. Elementy zbioru LinieLamane

Linie o numerach 1 i 2 powstaja przez rézne powigzania elementéw zbioru Kreski,
linia 3 jest wynikiem potaczenia linii 1 i 2, linia 4 — linii 1 i 3, a linia 5 — linii 3 i 4.

Rekursywna definicja zbioru ma charakter konstruktywny, to znaczy okreéla jak moz-
na skonstruowa¢ nowe elementy zbioru z innych elementéw, o ktérych juz wiemy, ze
sg elementami definiowanego zbioru. Inaczej mozna powiedzieé, ze definicja rekur-
sywna wyznacza pewien algorytm konstrukcji elementéw zbioru. Algorytm jest w tym
momencie rozumiany nieformalnie jako ciag pewnych krokéw obliczeniowych pro-
wadzacych do rozwiazania danego problemu. Z tego wzgledu rekursywny sposéb
definiowania zbior6w jest bardzo czesto wykorzystywany w informatyce. Rekursywne
podejscie pozwala wprawdzie na definiowanie zbioréw nieskonczonych, ale nie do-
wolnych zbioréw, lecz tylko zbioréw przeliczalnych, tzn. takich, ktérych wszystkie
elementy mozna zestawi¢ w jeden ciag (pojecie przeliczalnosci zbioru jest zdefinio-
wane w dalszej czesci ksigzki). Oczywidcie, w skoniczonej liczbie krokéw mozna wy-
znaczy¢ tylko skonczong liczbe elementéw zbioru.

Najogélniejszy sposob definiowania zbioréw opiera sie na podejsciu ekstensjonalnym.
Podegjscie to polega na definiowaniu zbioru przez okreslenie wtasnosci jego elemen-
tow. Schemat definicji zbioru ma postaé

A=qer {a| P(a)}
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/apis ten czytamy: do zbioru o nazwie A nalezq wszystkie te i tylko te elementy a, kto-
o majq wlasnos¢ P(a), czyli takie elementy, dla ktérych wypowiedz P(a) jest praw-
dziwa. P(a) jest funkcja zdaniowa, dlatego tez ten sposéb definiowania zbioréw na-
vwa sig takze definiowaniem przez funkcje zdaniowq. Formalna posta¢ funkcji
Z;janiOWyCh bedzie precyzyjnie okreslona w dalszej czesci ksiazki.

('waga
Definicja ekstensjonalna nie okresla skad braé te elementy, ktore maja wlasnosé
P(a). Ogolne pytanie o to, ktére byty nalezy rozwazaé przy takim definiowaniu
zbioru, wiaze sig ze znanym problemem filozoficznym, okreslanym jako problem
powszechnikéw albo uniwersaliow.

Rozpatrzmy poprzedni przyktad zbioru dodatnich liczb parzystych

ParzysteDodatnie =qes {x | (x jest liczbq naturalng) A (x > 0) A (x jest podzielne
przez 2)}

Wilasnosé
(x jest liczbq naturalng) A (x > 0) A (x jest podzielne przez 2)

ma posta¢ wypowiedzi zlozZonej. Poszczegblne jej czlony naleza do metajezyka — jezyka
arytmetyki. Aby rozumie¢ sens calej wypowiedzi, nalezy rozumieé jej czesci sktadowe:

x jest liczbq naturalng, czyli xe Nat
x>0

x jest liczbq naturalnq podzielng przez 2

oraz taczacy je spojnik logiczny A. Pierwsza z wypowiedzi wymaga rozumienia przy-
naleznosci elementu do zbioru, a pozostale wymagaja elementarnej wiedzy z zakresu
arytmetyki. Znaczenie spéjnika A zostalo wyjasnione w poprzednim rozdziale.

?ZIHSCm, gdy definiujemy nowy zbidr 4, wygodne jest odniesienie do innego, wcze-
shicj ustalonego zbioru B. Piszemy wtedy

A= {xe B| P},
€0 jest skrétem od
{x|xe B A P(x)}.
Mozemy wigc napisaé
ParzysteDodatnie =g {xe Nat | (x>0) A (x jest podzielne przez 2)}
Uwaga
Czasem, definiujac zbidr, zamiast symbolu =4 uzywa si¢ réwniez innych ozna-

, def A 9 . : .
€zen, na przyklad =, =, a nawet =. Ostatnim symbolem nalezy si¢ postugiwaé
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ostroznie, gdyz jego znaczeniem podstawowym jest stwierdzanie rownosci (iden-
tycznoéci) elementow nalezacych do pewnego zbioru.

Podejécie ekstensjonalne do definiowania zbioréw jest wygodne i uniwersalne, ale nie-
ostrozny spos6b formutowania wiasno$ci moze prowadzi¢ do absurdu. Znany przykia

takiego absurdu jest nazywany paradoksem Russella®. Russel wykorzystal w skrajnej
postaci rozumowanie, stosowane w poczatkowym okresie rozwoju teorii mnogosci,
mianowicie: niech Z bedzie zbiorem zdefiniowanym nastgpujaco:

Z =gt {X| X X}
to znaczy Z jest zbiorem — rodzing zbioréw — ktérego elementami sa wszystkie zbio
X, majace te whasnoéé, ze nie sa swoimi elementami. Odpowiedzmy teraz na pytanies
czy Ze Z? Jezeli Z jest swoim elementem, czyli Ze Z, to oznacza, Zze ma taka sam
wiasno$¢ jak wszystkie elementy zbioru Z, czyli Z¢ Z. Jezeli natomiast Z nie jest swos
im elementem, czyli Z¢Z, to z definicji nalezy do rodziny zbioréw Z, czyli Ze Zi
W obu przypadkach zachodzi sprzecznoSc.

Paradoks ten uzasadnia dlaczego na poczatku rozdziatu wprowadzono ograniczenie;
ze dla dowolnego zbioru 4 zachodzi A¢ 4.

Warto zwrdci¢ uwage, ze przypuszczenie, iz zbiér moze by¢ swoim elementem, wcal
nie jest absurdalne. Rozwazmy bowiem zbidr Z, ktérego elementami sa zbiory nie-
skoficzone, to znaczy zbiory o nieskonczenie wielu elementach. Z pewnoscia istniej
nieskonczenie wiele zbiorow nieskonczonych, a zatem zbiér Z jest nieskonczony,
czyli jest swoim elementem!

Rozpatrzmy jeszcze jeden przyktad. W wigkszosci praktycznie spotykanych przypad
kéw mamy do czynienia ze zbiorami, ktére nie s3 swoimi elementami — nazwijmy j
zbiorami zwyczajnymi, w odr6znieniu od pozostatych zbioréw, ktére nazwiemy nie
zwyczajnymi. Utwoérzmy teraz zbior Z, ktérego elementami sa wszystkie zbiory zwy.
czajne. Zapytajmy: czy zbidr Z jest zbiorem zwyczajnym czy niezwyczajnym? Jesli

jest zbiorem zwyczajnym, to wchodzi w sktad swoich elementéw, lecz wowcza
— zgodnie z okre§leniem — jest on zbiorem niezwyczajnym. Je$li natomiast Z jest zbio
rem niezwyczajnym, to — zgodnie z okre$leniem niezwyczajnosci — powinien by¢ swo
im wlasnym elementem, a przeciez elementami zbioru Z sa tylko zbiory zwyczajne:
Ponownie, jak w poprzednim przykladzie, w obu przypadkach zachodzi sprzecznosé.

Uwaga
Potrzeba wyeliminowania sprzecznoéci wynikajacych ze zbyt swobodnego defi
niowania bardzo ,,obszernych”, prowadzacych do antynomii, zbioréw doprowadzi
ta do aksjomatycznego ujgcia teorii zbioréw (zob. podrozdziat 4.1). Niektore z ta
kich koncepcji wiazaly si¢ z wprowadzeniem pojecia klasy. Zasadnicza ide

? Bertrand Russell (1872—1970).
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polegala na odréznieniu klasy od zbioru: zbiory moga by¢ elementami innych zbio-
row, klasy za$ nie, dlatego — zamiast operowaé niejasnym pojeciem zbi6r wszyst-
kich zbioréw — mowi si¢ o klasie wszystkich zbiorow.

pojecie klasy w wyzej przedstawionym znaczeniu nalezy odrézniaé od, majacego
zupelnie inne znaczenie, pojgcia klasy uzywanego w informatyce — w programo-
waniu 1 projektowaniu systemow informatycznych.

przyklad 2.1
[ Rozpatrzmy przyktady zbioréw uzywanych w jezykach programowania. W zasal

dzie wszystkie takie zbiory sg zbiorami skoficzonymi. Wyréznia sig¢ miedzy innymi
predefiniowane zbiory warto$ci zwiazane z typami danych.
Zbior wartoéci logicznych
Boolean =4« {false, true}
Zbior catkowitoliczbowy
Integer =4r {-N, ..., 0, ..., N},
gdzie N jest liczba naturalng okreslong przez dana implementacjg jezyka.
Zbior liczb rzeczywistych
Real =45 {~N*6, ..., 0, ..., N*O}

gdzie N jest liczbg naturalng, a o jest liczba wymierng okre$long przez dang im-
plementacjg jezyka; jest to tzw. staloprzecinkowa reprezentacja liczb (w reprezen-
tacji zmiennoprzecinkowej kolejne liczby sa oddalone od siebie o zmienng roznice).
Warto podkresli¢, ze wbrew temu, co sugeruje nazwa, zbidr ten zawiera skoficzona
1lo§¢ liczb wymiernych.
Zbiér napisow

String =q.¢ {s | s jest skoriczonym ciqgiem znakéw ustalonego repertuaru znakéw}
W praktycznej implementacji typu napisowego dhugosé takich ciagéw jest ograni-
czona konkretna liczba. Przykladem takiego repertuaru znakéw sg na przyklad
znaki kodéw stosowane w reprezentacji maszynowej, na przyklad jednobajtowy
kod ASCII (dmerican Standard Code Jfor Information Interchange) czy dwubajto-
we kody Unicode lub BMP (Basic Multilingual Plane).
Definiowany przez programiste zbiér wyliczeniowy to na przykiad

DniTygodnia =4 {pon, wt, sr, czw, pt, sob, nd}
gdzie pon, wi, ..., nd sa pewnymi ustalonymi napisami. Napisy te — w odrdznieniu

od napis6éw, ktore naleza do zbioru String — sa nierozkladalne, to znaczy ich frag-
menty nie sg elementami zbioru DniTygodnia.
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Specyficznym dla wielu jezykéw, nie tylko jezykéw programowania, jest zbidr
identyfikatorow. Zbidr ten bedzie dalej czgsto wykorzystywany i oznaczymy go
symbolem Ident. Moze on by¢ definiowany na przyktad tak

Ident =4ec {5 | s jest niepustym ciqgiem skladajqcym sie z liter lub cyfr, ktorego

pierwszym elementem jest litera}

Nalezy zwrdci¢ uwage, ze w tresci wlasno$¢ definiujacych zbiory wystepuja pojecia,
o ktérych si¢ zaktada, Ze sa pojeciami zrozumiatymi — s to pojecia metajezyka, w kto-
rym opisujemy dane wiasnosci. Na przyktad w definicji zbioréw String oraz Ident ta-
kim pojgciem jest ciag, a w definicji zbioru DniTygodnia takim pojeciem jest napis.

2.3. Podzbiory, rownos¢ zbiordw, zbiory potegowe

Mowimy, ze A4 jest podzbiorem zbioru B, co oznaczamy 4 C B, wtedy i iylko wtedy,
gdy dla dowolnego elementu a: jezeli ac 4, to takze ae B. Symbol  nazywa sie sym-
bolem zawierania lub symbolem inkluzji. Podana definicje zawierania zbioréw mozna
réwniez wyrazi¢ formalnie

AcBs (VaeacA = aeB)

Z definicja wiaze sig¢ nastepujacy komentarz: Jest to definicja w postaci normalne;.
Skiada si¢ ona z dwéch czgéci przedzielonych symbolem réwnowaznosci <, ktory?
czytamy: wtedy i tylko wtedy. Cze$¢ po lewej stronie symbolu réwnowaznosci jest
wyrazeniem zawierajacym pojecie definiowane — definiendum, a cze§é po prawej stro-
nie zawiera pojgcie definiujace — definiens. Poprawno$é definicji wymaga, aby po
prawej stronie nie wystepowato pojecie definiowane, gdyz byltby to przypadek ,,bled-
nego kota”. Oczywiicie, aby rozumieé sens definicji, pojecia wystepujace w czeéel
definiujacej musza byé znane. Podana definicja spelnia przedstawione wymogi, gdyz
W wyrazeniu definiujacym po prawej stronie nie wystepuje pojecie podzbioru, a poje-
cia naleZenia elementu do zbioru, spéjnika implikacji i kwantyfikatora ogdblnego byty!
wyjanione wezeéniej. Definicja normalna pozwala przetozy¢ kazdy zwrot jezykowy
zawierajacy wyrazenie definiowane na zwrot niczawierajacy tego wyrazenia. Wigk-
s205¢ definicji podawanych w ksiazce ma posta¢ definicji normalne;j.

Latwo zauwazy¢, 7e zachodza wiasnosci:
DcA
Ac4
(ASBABcCCO)=(4cC)

Uzywa sig tez symbolu inkluzji wladciwej c. Zapis 4 B czytamy: zbidr A zawiera
si¢ wilasciwie w zbiorze B. Oznacza to, e A zawiera si¢ w B, czyli ACB, oraz zbidr
B zawiera przynajmniej jeden element, ktdry nie nalezy do zbioru 4. Formalnie

AdcB&(AcB)A(@aeagd aacB)
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wa zbiory 4 1 B sa identyczne albo rowne, co oznacza sig
A=B
.tedy 1 tylko wtedy, gdy maja dokladnie te same elementy, czyli gdy ACB oraz BcA.
jformalnie
A=BS (A B)A(BCA)
symbol = jest tu symbolem réwnosci lub identycznosci zbioréw.
\ zbiorze nie odrdznia si¢ kolejnosci ani powtdrzen elementéw. Na przyktad zbiory:
A =4 {1,2,3}

B:def {17 3’ 2}
Czdcf{l, 2; 3’ 2}

s identyczne, czyli4 =B =C.
Jezeli A jest zbiorem, to przez 2% oznacza sie zbiér, ktérego elementami sg wszystkie
podzbiory zbioru 4. Zbiér 2" jest nazywany zbiorem potegowym zbioru A. Zbi6r pote-
powy jest wigc rodzing zbiorow.
Uwaga

Zbior potegowy zbioru 4 oznacza si¢ rowniez przez P(4) albo P (4).

Przyklad 2.2
Dla zbioru 4 =4 {a, b, ¢} jego zbidr potegowym 2 jest réwny zbiorowi

l\{®1 {(l}, {b}, {C}, {a’ b}’ {as C}, {b’ C}, {aa b, C}} |

Posta¢ oznaczenia zbioru potegowego 2! wynika z nastepujacej wlasnosci: Jezeli
4 jest zbiorem skonczonym, to przez card(4) oznaczamy liczbe jego elementéw. Y.a-
two pokazaé, ze dla dowolnego skonficzonego zbioru 4 zachodzi

C(H"d(zA) — 2cm'd(,4)

Nalezy zwréci¢ uwage na to, ze uzyty powyzej symbol réwnosci = odnosi sig do r6w-
hosei liczb catkowitych, podezas gdy uzyty wezeéniej ten sam symbol odnosit sig do
rownosci zbioréw. Symbol réwnosci w réznych kontekstach moze by¢é uzywany do
Poréwnywania obiektéw nalezacych do réznych kategorii.

UWaga
Na okreglenie licznosci elementéw skoriczonego zbioru A uzywa sie rowniez in-
nych oznaczen, na przyktad: #(4), |A|.

W pr zypadku zbioréw nieskoniczonych nie mozna méwié o liczbie ich elementow.
Ozna natomiast poréwnywaé dwa zbiory pod wzgledem réwnolicznosci. Pojecie
"OWnolicznoéci zbioréw jest zdefiniowane dalej, po wprowadzeniu pojecia funkcji.
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2.4. Operacje na zbiorach

Majac dane pewne zbiory, mozna z nich budowaé nowe zbiory. Na zbiorach wykonuje
sig operacje (dzialania), ktérych wynikiem s nowe zbiory. Podstawowymi operacjami
sq: suma, przekrdj, réznica i réznica symetryczna dwéch zbioréw. Dzialania te sg zde-
finiowane przez podanie wlasnosci zbioréw wynikowych.
Suma zbioréw

AUuB=yr{a|acA v acB}
Przekrdj zbiorow

AN B=yr{a|acA A aeB}
Réznica zbiorow

A\B=y5{a|ac A A a¢ B}
Uwaga

Innym oznaczeniem réznicy zbioréw jest 4 — B.

Przyklad 2.3

' Rozpatrzmy zbiory:
A “def {{a’ b}7 C}
B =4 {c, d}
C=d€f {{(l, {Cl}}, a}
D =4 {a, {a}}

Latwo sprawdzié, ze:

AV B={{a, b}, c,d}

L CUD={{a {a}}, {a), a)

ANB={c}
CND={a}

A\B= {{a, b}}

C\D={{a, {a}}} |

Gdy interesujace nas zbiory sa podzbiorami pewnego wyrdznionego zbioru, nazywa-
nego zbiorem uniwersum, uzywa sig operacji dopetnienia zbioru. Jezeli U jest uniwer-
sum oraz A4 jest pewnym jego podzbiorem, to przez A’ oznaczamy operacje dopelnie-
nia zbjoru 4, ktéra definiujemy jako

A =4 U\ A

Dwa zbiory 4, B nazywa si¢ zbiorami rozlqcznymi, jeZeli ich przekrdj jest pusty, czyli gdy
ANB=0

Czesto st(?sowanym sposobem ilustracji operacji mnogosciowych sa wykresy Venna®,
Zaklada sig w nich, ze uniwersum jest zbiér punktéw na plaszczyznie, a rozwazanymi

* John Venn (1834-1923),
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/biorami sa dowolne obszary na plaszczyznie. Przyktad takiego wykresu przedstawio-
o na rysunku 2.2. Dwa przecinajace si¢ owale reprezentuja zbiory 4 oraz B. Poszcze-
+6Ine podobszary oznaczaja odpowiednio podzbiory A\B, 4 N B oraz B\A.

LN

Rys. 2.2. Zwigzki pomigdzy zbiorami

Wprowadzone operacje maja rdzne wlasnosci. Latwo sprawdzié, ze zachodza nastepu-
jace wlasnos$ci, nazywane tez prawami mnogo$ciowymi:

1. Prawa przemiennosci

AUB=BUA
ANnB=BnNnA4

2. Prawa lqcznosci

AuBuC=4uBuU0
ANBNC=ANnBNC)

3. Prawa rozdzielnosci

(AuBINC=UANCO)uBNO)
ANnBulC=[A4AulnBUO

4. Prawa de Morgana
AnB)’=4AUPB
(AuBY=4'NnF

5. Prawa dla zbioru pustego
AN =9
Aud=4
A\ND =4
D\NA=C
&'=U

6. Prawa dla zbioru uniwersum
ANnU=4
AuU=U
A\NU=D
U=
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Przykladowo pokazemy jak uzasadnié jedng z tych wilasnosci — pierwsze z praw
de Morgana.

Wiasnosé
Zachodzi nastepujaca rownos$¢ zbiorow

ANB=AUVEB
Dowod
7 definicji rownosci zbioréw wynika, Ze nalezy pokaza¢ dwie inkluzje:

(ANBY CA LB
AUB c(ANnBY

Z kolei, z definicji podzbioru wynika, ze nalezy pokaza¢ dwie implikacje:
x€(ANBY =>xed VB
x€A’" UB = xe (AN BY

albo — co oznacza to samo — rownowaznos¢
xc(ANB)Y @xcA UB

W naszym przypadku pokazemy wilasnie ostatnia réwnowazno$¢. Dowdd ma po-:
sta¢ ciagu zdan polaczonych spédjnikami réwnowaznosci. Po prawej stronie wier-
sza, w ktérym wystepuje rOwnowazno$é, po symbolu dwéch kresek, jest podany
odpowiedni komentarz uzasadniajacy. :

xe(ANB) & -- z definicji operacji dopeienia

xcUnxe(ANB)& -- z definicji operatora nienaleZenia do zbioru

xeUA—-(xe(ANB)) & -- z definicji iloczynu zbioréw

xeUA—(xed AxeB) -- z prawa de Morgana dla rachunku zdan

x€UA(—xedv -xeB) < -- z prawa operatora nienalezenia do zbioru

xeUA(xedvxeB)&e -- z prawa rozdzielno$ci koniunkcji wzgledem

dysjunkcji

xeUAxeAdvxeUAxeB<  --zdefinicji operacji dopelnienia

x€A'vxeB' & -- z definicji sumy zbioréw

x€A'UB -
Uwaga

Przedstawimy kilka komentarzy zwigzanych z dowodem. Pojecie dowodu bedzie
omawiane dalej. Schemat przedstawionego tu dowodu ma postaé ciagu rownowaz-
nosci

PSP .. Sp,
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poszczegblne rownowaznoéci zachodza na mocy definicji lub wynikaja z pewnych
regul wnioskowania.

Rownowazno$¢ ma wlasno$é przechodnio$ci, co oznacza, Ze mozna stosowaé re-
gule wnioskowania:

pea

ger

per

gdzie: p, q, r sg zdaniami. Na podstawie tej reguly wnioskowania mozna zatem
stwierdzi€, ze

pl@pn

W tresci dowodu, poza powolaniem sig¢ na odpowiednie definicje wystgpujacych
poje¢, powotaliSmy sig na dwie wlasnosci rachunku zdan: prawa de Morgana i roz-
dzielnos¢ koniunkeji wzgledem dysjunkeji. Wiasnosci rachunku zdan beda omé-
wione w dalszej czesci ksiazki, ale — dla czytelnosci — przedstawimy je réwniez tu-
taj. Prawa de Morgana dla rachunku zdan maja postaé:

—(pAg) S —pv—g

-(pvg S —par—gq
Prawa rozdzielnosci maja natomiast postaé:

pA(@gvry&SpAagVvpar

pviganepevoalvr)
Wymienione réwnowaznosci noszq miano praw logicznych, co oznacza, ze réw-
nowaznosci te sg prawdziwe niezaleznie od warto$ciowan zmiennych p, g, r. Moz~

na si¢ o tym przekona¢, budujac i sprawdzajac odpowiednie tablice prawdziwo-
sciowe (zob. rozdz. 1.).

Z(ieﬁniowane dla dwéch zbioréw operacje sumy i przekroju uogélnia si¢ na dowolne
rodziny zbioréw. Niech 7 bedzie dowolnym zbiorem, nazywanym zbiorem indeksow,
Oraz niech {4;| ie I} bedzie indeksowana rodzing zbiorow, wtedy:

UA’- “def {a | Jicle CIEA,'}

ie]

()4, =ser {a| Viels ac4})

ie]
8q ll?gélrzionq sumq i uogolnionym przekrojem zbioréw. Uogélniong sume i przekroj
fodziny zbioréw {4, | ie I} bedziemy tez zapisywac w postaci:

U{Ai'iEI}
ﬂ{A,-|iE]}
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Przyklad 2.4
—

two sprawdzic, ze:

4 =1{1.2

ie ParzysteDodatnie

|J4, =Nar(0}

| ie ParzysteDodatnie

Niech 4; =¢r {1, 2, ..., i} bedzie rodzina zbioréw, gdzie i€ ParzysteDodatnie. L.a- |

Cwiczenia

1. Przeanalizowaé jednoznaczno§¢ podanych nizej okreslen zbioréw. Jakie zwiazki
zachodza pomigdzy tymi zbiorami?
a) zbior ludzi zyjacych na jednym kontynencie,
b) zbidér narodéw europejskich,
¢) zbior zbiordw ludzi postugujacych sig¢ tym samym jezykiem,
d) zbiér obywateli polskich,
¢) zbidr Polakdw.

2. Wskazac elementy nastgpujacych zbiorow:

a) {a}

b) {{a}}

c) {{a, b}, {a}}

d) {{{a}}, {a}, a}

€) {xe Nat|x* <7}

f) {xe Wymierne | x* =2}

g) {xe Wymierne | (x + 1)* < 0}

3. Niech 4, B, C, D beda parami rozlacznymi, niepustymi zbiorami. Jakie warunki
powinny spetniaé te zbiory, aby zachodzity nastepujace réwnoéci:
a) {B, C} ={B, C, D}
b) {{4, B}, C} = {{4}, C}
©) {{4, B}, {D}} = {{4}}
d) {{4, @}, B} = {{@}}

4. Wykazaé, ze rownos¢ zbioréw {{4}, {4, B}} = {{C}, {C, D}} zachodzi wtedy
1 tylko wtedy, gdy 4 = C oraz B = D.
5. Obliczyé A M B, 4 U B, A\B, B\4 dla nastegpujacych zbiorow 4 i B:

a) 4= {{a, b}, c} B={c,d}
b) 4= {{a, {a}}, a} B={a, {a}}
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6. Sprawdzi¢ i uzasadni¢, ktére spoéréd nizej podanych réwnoéci zachodza badz nie
zachodza dla dowolnych zbioréw 4, B, C, D:
a) (A UB)\\C = (A\C) L (B\C)
b) (AB)Y N (O\D)=(A N O\(BuUD)
c)(AUBYNB=B
dANB)U(AB)=4
e) (A\B)=A\4 N B)
HABYUB=A4

7. Niech U bedzie pewnym ustalonym zbiorem, zwanym uniwersum. Jezeli 4 ¢ U, to
A’ =4er U\ nazywa sig dopefnieniem zbioru A. Pokazaé, ze dla podzbioréw z uni-
wersum U zachodza prawa de Morgana:

aA)(AUBY=4"NPB
b)Y (ANBY=A'"UB

8. Dane sg podzbiory 4, B, C pewnego uniwersum U. Ile co najwyzej réznych zbio-
row mozna otrzymac ze zbioréw 4, B, C za pomocg operacji U, N, \ ?
9. Roznica symetryczna zbioréw jest zdefiniowana nastepujaco:
A~ B=4sA/B U B/4
Pokazaé, ze zachodza nastegpujace réwnosci:
ayA~B=B =+ A4
b)(A=B)y=C=4~(B= ()
OANB=O)=(ANB)~ANO
HDAUB=-C)=A~B)~(ANB)

10. Zdefiniowaé operacje U, N, \ przez:

a) =N
b)) -,u
c) =,/

I1. Tle elementéw ma najmniejsza, niepusta rodzina zbioréw A4 z pewnego uniwersum
U taka, ze:
a) jezeli AeAiBeA,to AU BeA,
b) jezeli Ac A i Be A4, to A N Be A.

2. Udowodnig, ze:

a) 2/11’\8:2/1 A 28
b) 24Y8= (4, U B, | 4,€2" A B2’}
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13. Niech card(4) oznacza liczbe elementéw zbioru skoriczonego 4. Pokazad, ze dla
skoniczonych zbioréw A4 oraz B zachodzi:

a) card(2?) = 2"
b) card(AUB) = card(A) + card(B) — card(ANB)
14. Dla dowolnych zbioréw skonczonych 4, B i C znalezé wzory okreslajace:

a) card(A v BuU C)
b) card(2’ ")
c) card(A\B)
15. Dowie$é, ze dla dowolnej rodziny zbiordw A, 4s, ..., A,, dla ne Nat, zachodzi réwnoéé
Ayu A4y U VA, =
AN V(MM v...uda\4d)ud \NA)udind,n...NA)

16. Niech 4, Ay, ..., A,, dla n > 0, bedg podzbiorami zbioru U. Przez A,.l oznaczmy zbior 4;,

a przez A,.0 oznaczmy dopelnienie tego zbioru, czyli 4; . Kazdy iloczyn postaci:
A n.nA

gdzie i; € {0, 1} dlaj =1, ..., n nazywa sig sktadowa.

a) Pokazad, ze réznych sktadowych jest co najwyzej 2",

b) Pokazaé, ze rézne sktadowe sa roztaczne.

¢) Znalez¢ sumg wszystkich sktadowych.

d) Udowodni¢, ze zbior 4; jest rowny sumie tych sktadowych, w ktérych wystepu-
je czynnik postaci A,.'.

17. Zbadaé i udowodnié, ktére z podanych nizej zwiazkéw zachodza dla rodzin zbio-

10w {4;|iel}, {B;|iel} oraz {C;;|icl, je J}:

a) [ J4ul U ={J4uB),

iel iel el

b) By J4 B
iel iel iel

o 4vNB el uB),
iel el el

9 UNe, cNUe. -
iel jeJ iel jeJ

18. Rodzing {4, | ne Nat} nazywa sig zstepujqcq rodzina zbioréw, gdy 4,.; < 4, dla’

ne Nat. Udowodni¢, ze jesli {4, | ne Nat} oraz {B, | ne Nat} sa rodzinami zstepu- :

jacymi, to:

ﬂ(A,uB,)z[ﬂA,Ju[ﬂB,J.

ie Nat ie Nat ie Nat

20.

Elementarne pojecia mnogosciowe 49

Podac przyklady rodzin zbioréw {4, | ne Nat} oraz {B, | ne Nat}, dla ktérych po-
wyzsza rowno$¢ nie zachodzi.

. Rodzing {4, | ne Nat} nazywa sig wstepujqcq rodzina zbioréw, gdy A, < A4,.,, dla

ne Nat. Udowodni¢, ze jesli {4, | ne Nat} oraz {B, | ne Nat} sa rodzinami wste-
pujacymi, to

U(A,mB,.)z[UA,jm[UB,].

ie Nat ie Nat ie Nat

Poda¢ przyklady rodzin zbioréw {4, | ne Nat} oraz {B, | ne Nat}, dla ktérych po-
wyzsza rowno$c¢ nie zachodzi.

Funkcja f okrelona dla liczb rzeczywistych i o wartoéciach rzeczywistych jest
ciagta, jesli

Vxo€ RzeczywisteoV £>0030>00Vxe Rzeczywiste® [x — xo|< 6= |f(x) — f(xg)|<e

Nie uzywajac znaku negacji, zapisa¢ formule: ,,funkcja nie jest ciagla”.

. Liczba g jest granica w punkcie xp funkeji f okreslonej dla liczb rzeczywistych

i o wartosciach rzeczywistych, jesli
Ve>0e 35>0 eVxe Rzeczywistes 0 < |x — xo|< = |f(x) — gl<e

Nie uzywajac znaku negacji, zapisa¢ formulg: ,liczba g nie jest granicq funkcji
w punkcie xp”.



3. Relacje i funkcje

3.1. Produkty kartezjanskie

Podczas grupowania pewnych elementéw w zbiory kolejnoé¢ ich wyliczenia nie jest
istotna. W sytuacji, gdy kolejnosé jest istotna, elementy sig grupuje, uzywajac pojgcia
par uporzqdkowanych i krotek. Jezeli ae A oraz be B sa dwoma elementami, nieko-
niecznie réznymi, to zapis

<a, b>

oznacza pare uporzadkowana, ktérej komponentami sa a oraz b. Uporzadkowanie
oznacza, ze para <a, b> nie jest tym samym, co para <b, a>. Dwie pary:

<a, b> oraz <c,d>
sa identyczne, co pisze sig <a, b> = <c, d>, wtedy i tylko wtedy, gdy:
a=c oraz b=d.

Wystepujacy powyzej symbol = ma dwa znaczenia. Gdy pisze si¢ <a, b> = <c, d>,

oznacza to identyczno$¢ dwoéch par. Gdy natomiast pisze si¢ @ = b, oznacza to iden- |

tyczno$é dwéch elementéw. W obu przypadkach poréwnuje sig ze soba obiekty roz-
nych kategorii.

Uwaga

Para <a, b> bedzie tez zapisywana w postaci (a, b).

Symbol identyczno$ci, najczesciej reprezentowany symbolem = lub — rzadziej —
symbolem =, zastluguje na wyr6znienie, z uwagi na czgste uzycie w réznych kon-
tekstach. Konteksty te nalezy odrézniaé, a w konkretnym kontekscie wlasciwie ro-
zumied¢ znaczenie identycznoéci. Ogdlnie, symbol, ktéry moze mie¢ rézne znacze-
nia, nazywa sie symbolem przeciqzonym.

Symbol identycznos$ci, niezaleznie od tego, jakie kategorie obiektéw poréwnuje,
ma pewne stale wilasnoéci. Sa to wlasnosci zwrotnosci, symetrii i przechodniosci.
Niech a, b, ¢ bgda obiektami tego samego zbioru. Wlasno$¢ zwrotnosci oznacza, ze
dany obiekt jest identyczny ze sobag samym, czyli a = a. Wlasno§¢ symetrii ozna-
cza, ze jezeli a jest identyczne z b, to b jest identyczne z a, czyli jezeli a = b, to
takze b = a. Wlasno$§é przechodnio$ci oznacza, ze jezeli a jest identyczne z b oraz
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b jest identyczne z c, to a jest identyczne z ¢, czyli jezelia=borazb=c,toa =,
Symbolicznie wlasnosci te mozna przedstawi¢ w postaci:

Vaedea=a

Va,bede (a=b)=(b=a)

Vab,cede(a=b)a(b=c)=>(a=¢)

pare uporzadkowana <a, b> mozna tez wyrazi¢ jako zbiér postaci {a, {a, b}}. Row-
no$¢ zbioréw {a, {a, b}} oraz {c, {c, d}} odpowiada wéwczas rownosci odpowiada-
jacych im par <a, b> oraz <c, d>. W szczegolno$ci wida¢, ze dwie pary <a, b> oraz
<), a> sg rézne, gdyz odpowiadajace im zbiory {a, {a, b}} oraz {b, {a, b}} nie sa
identyczne. Poslugiwanie si¢ para uporzadkowana <a, b> zamiast zbiorem {a, {a, b}}
jest wygodniejsze i dlatego dalej bedzie uzywana tylko taka notacja.

Przyklad 3.1

Para uporzadkowana postaci <x, y>, gdzie x, ye LiczbyRzeczywiste, moze byé in-l
terpretowana jako punkt na plaszczyznie, o wspdirzednych x, y.
Pary majga tez interpretacje w programowaniu. Pary:

<nazwisko, Bach >

<nazwisko, Kant>,

gdzie: nazwiskoe Ident oraz Bach,Kante Nazwiska sg przyktadami danych pro-
stych (warto$ciami pojedynczych pél rekordéw). Podobnie, innymi przykladami
danych prostych sa pary:

<urodziny, XVII >
<urodziny, XVIII >

gdzie urodzinye Ident oraz XVII, XVIIIe LiczbyRzymskie.
Pary postaci:

<<nazwisko, Bach >, <urodziny, XVII >>
<<nazwisko, Kant>, <urodziny, XVII[ >>

| reprezentuja dane zlozone (wartosci rekordow ztozonych z dwaéch pol). ]

Ogolnie, dla dowolnej liczby naturalnej # definivje sie tzw. n-krotki. Jezeli ay, ..., a, sa
Clcmentami, niekoniecznie rdéznymi, to

<(l|, ey Q>
ISt n-krotkq, a ay, ..., a, sa jej komponentami. Wyréznia sie wige: 0-krotke <>, 1-krotke
<a>, 2-krotke lub pare <a, b>, 3-krotke lub trdjke <a, b, ¢> itd.
Dwic krotki:

<ai, .., a,> oraz <by, .., b,>

53 identyczne wtedy i tylko wtedy, gdy n = m oraz a;= b, dla kazdego i = 1, ..., n.
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Krotki:
<1,1,1>
<<], 1>, 1>
<1, <1, 1>>

sa wige rézne. Pierwsza z nich jest trojka, a pozostalte sa parami, w ktérych jedna ze

skladowych jest réwniez para.

Produkt (iloczyn) kartezjariski zbioréw A4, B jest zbiorem par:

A X B =4 {<a, b>| ac A A be B}.

Zauwazmy, ze jezeli zbiory A i B sa niepuste oraz A #B,to A X B# B X A.

Ogolnie — n-krotny produkt kartezjanski zbiorow Ay, ..., 4,, dlan>1, jest zbiorem
A X X Ay =aes {<ay, .., > | a€A;jdlai=1, .., n}

Zamiast pisaé 4 X ... X A, gdzie 4 powtarza si¢ n razy, dla ne Nat, pisze sig A",

Z definicji:
A’ =g {<>}
A =g A.
Uogdlnionym produktem kartezjanskim na zbiorze A nazywa sig zbior

Ja' =L vd vsvd..

ne Nat

3.2. Relacje

Okreslona na zbiorach 4 oraz B relacja binarna R jest podzbiorem produktu karte-
zjanskiego AXB, czyli R € AXB.

Jezeli A = B, to méwi sie o relacji binarnej na 4.

Jezeli para <a, b> jest elementem relacji binarnej R, to pisze si¢ <a, b>e R. Czasem
uzywa sig rbwnowaznego zapisu aRb.

Jezeli Ry, Ry © AXB, to réwnos¢ relacji R = R, jest rownoScia zbior6w par reprezen-
towanych przez R, oraz R,.

Ponownie warto zwrdcié uwage na nowag rolg symbolu réwnoéci =. Tym razem sym-
bol ten oznacza réwnoé¢ relacji, podczas gdy wczeéniej oznaczat réwnosé elementdw
w obrebie zbioru, rownoéc zbioréw oraz rowno$é krotek.

Zbiér wszystkich relacji binarnych okre$lonych na zbiorach 4 i B bedzie oznaczany
przez 2%, tzn.
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2" =4t {R | R © AXB}
prey wprowadzonych oznaczeniach zapisy:
R C__':_ AXB RG 2AXB

s rownowazne.

oraz

rwaga
Na okreélenie zbioru relacji na produkcie kartezjaniskim 4 X B uzywa si¢ réwniez
innych oznaczen, na przyklad: 4 <> B lub P(4xB).

Zapis postaci
Rc AXB
nazywa sig sygnaturq relacji. Symbol R jest nazwq relacji, a wyrazenie A X B, gdzie 4
oraz B sa nazwami zbior6w, jest typem relacji.
Jezeli R jest relacja binarna na AXB, to jej dziedzing jest zbior
dom(R) =gt {ac A |3 be B ¢ <a, b>€ R}
a jej przeciwdziedzing jest zbior
ran(R) =g {b€ B |3 ac A ® <a, b> €R}
Relacja binarna R ¢ AxB ma swoja relacje odwrotng R™' c BxA, zdefiniowana naste-
pujaco:
R =4 {<b, a> | <a, b>€ R}

Latwo zauwazyé, ze (R')' =R.

Wprowadzone pojecia mozna zilustrowaé graficznie. Rozpatrzmy przykiad relacji
binarnej zdefiniowanej na zbiorach 4 =4 {a, b, ¢, d} oraz B =g {1,2,3,4,5}, przed-
stawiony na rysunku 3.1.

Rys. 3.1. Graficzna ilustracja relacji
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Euki prowadzace od elementéw zbioru 4 do elementéw zbioru B reprezentuja poje-
dyncze pary — elementy relacji R. Z rysunku wynika, ze

R = {<a, 1>, <b, 3>, <c, 1>, <c¢, 2>, <d, 5>}

Ponadto dom(R) = A oraz ran(R) = {1, 2, 3, 5} c B. Przedstawienie na rysunku, zgod-

nie z ta sama konwencja, relacji odwrotnej R polegatoby na odwréceniu kierunku
strzatek.

Gdy ma sie do czynienia z relacjami binarnymi okreslonymi na jednym zbiorze, czyli
relacjami o sygnaturze R C A%, bardzo przejrzystym sposobem reprezentacji graficzne;j
sa grafy. Formalnie grafy sa definiowane dalej, tutaj ograniczamy si¢ do przykladu.
Niech 4 =4 {1, 2, 3, 4, 5} oraz

R =def {<1, 1>: <3’ 2>, <27 3>, <2, 4>, <5, 2>}
Graf reprezentujacy relacje R jest pokazany na rysunku 3.2.

o

Rys. 3.2. Graficzna ilustracja relacji R

Wierzchotki grafu reprezentuja elementy zbioru 4, a tuki grafu reprezentuja elementy
relacji w taki sposob, ze para <a, b>€ R jest reprezentowana przez tuk wychodzacy
z wierzcholka a i prowadzacy do wierzchotka b.

Relacje maja rézne zastosowanie w informatyce. Tablice w bazach danych sa typo-
wym przyktadem relacji.

Przyklad 3.2
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Kazda z tablic reprezentuje pewna relacje. Pierwsza jest relacja typu Nazwiska X Licz-
by Rzymskie, druga za$ jest typu Nazwiska x Zawody. Relacje te mozna przedsta-
wi¢ W postaci mnogosciowej przez wyliczenie odpowiednich par:

{<Bach, XVII>, <Frege, XVIII>, <Leibnitz, XVII>, <Tarski, XX >}

{<Bach, Muzyk>, <Frege, Logik>, <Leibnitz, Filozof >, <Tarski, Matematyk>}
[ m— J
pojecie relacji binarnej uogdlnia sig na relacje n-krotng R jako dowolny podzbiér
n-krotnego, produktu kartezjanskiego

RcAx..xd4, dlaneNat\{0,1}

3.3. Operacje na relacjach

Relacje sa zbiorami, mozna zatem na nich wykonywaé wszystkie weczesniej zdefinio-
wane operacje mnogo$ciowe. Jezeli na przykiad R, Q ¢ AxB, to zbiory RUQ, RNQ,
R\Q sa réwniez relacjami na produkcie kartezjanskim AXB.

Wprowadza sig tez specyficzne operacje mnogo$ciowe. Operacje takie wystepuja na
przyktad w systemach zarzadzania bazami danych.

Przyklad 3.3

! W pewnej bazie danych dane sa dwie tablice:

Tablica 3.1 Tablica 3.2
Nazwisko Wick urodzin Nazwisko Zawod
Bach xvi Bach Muzyk
Frege xvii Frege Logik’
Leibnitz XV Leibnitz Filozof
Tarski XX Tarski Matematyk

Rozpatruje sig operacjg zlgczenia dwéch relacji Rc A x Boraz Q c A x C. Ope-l
racja ta, oznaczana tu przez R @ Q, jest zdefiniowana nastepujaco:

Jesli dom(R) = dom(Q), to R® Q < 4 x B x C jest relacja;
R® Q =4 {<a, b, c>| <a, b>€ R A <a, c>€ 0}

Jezeli za R oraz Q wezmie sie relacje zdefiniowane przez tablicg 3.1 i tablice 3.2
W poprzednim przykladzie, to wida¢, ze dom(R) = dom(Q), a wynikowa relacje
R ® Q przedstawia tablica 3.3.

Tablica 3.3
Nazwisko Wiek urodzin Zawbd
Bach Xvil Muzyk
Frege XVl Logik
Leibnitz xvii Filozof
Tarski XX Matematyk
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Nowa operacja jest zfozenie (superpozycja) dwoéch relacji R AXB oraz Q < BXC. Jest
to nowa relacja, zapisywana w postaci ReQ, zdefiniowana nastepujaco:

RoQ =4 {<a, c> |3 be B ® <a, b>e R A <b, c>€ Q}

Graficzna ilustracjg ztozenia dwdch relacji R € AXB oraz Q < BXC, gdzie
A=gr{a, b, c,d}, B=wr{1,2,3,4,5}, C=4 {L,II, III, IV}

jest rysunek 3.3.

Rys. 3.3. Graficzna ilustracja zloZenia relacji

Gorna czgé¢ rysunku przedstawia relacje R oraz Q, a dolna cze$é — ztozenie ReQ.
Latwo sprawdzi¢, ze zloZenie relacji jest operacja taczna, to znaczy

(ReQ) o §=Ro (0 S)
ale nie jest operacjg przemienna, to znaczy

RoQ#QoR

Dla dowolne;j liczby naturalnej n, n-krotnym zlozeniem relacji binarej R  A* jest rela-
cja R", zdefiniowana indukcyjnie w sposob nastgpujacy:

R =, {<a,a>|ac 4}

R"! =4 R"oR dla ne Nat

Relacje R nazywa sig relacjq identycznosciowq lub tozsamosciowq na A.
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jezeli RS AXB, to obrazem zbioru A; C A wyznaczonym przez relacje R jest zbiér
R(A1) =aer {bE€ B |3 ac 4, ® <a, b>e R}
Latwo pokazaé, ze dla 4, 4; c A zachodza wiasnosci:

R(41 W 4y) = R(4)) U R(4y)
R(A1 N A2) € R(A41) N R(4,)
R(dom(R)) = ran(R)

lezeli R < AXB, to przeciwobrazem zbioru By ¢ B wyznaczonym przez relacjg R jest
Jbior R™'(By).

3.4. Podstawowe rodzaje relacji binarnych

Relacje binarne na 4, czyli relacje R < A% moga sig charakteryzowaé réznymi wia-
snosciami. Wéroéd podstawowych wlasno$ci wyrdznia si¢ miedzy innymi wlasnoéci
zwrotnosci, przeciwzwrotnosci, symetrii, przeciwsymetrii, antysymetrii, przechodnio-
sci i spojnoSci. Wiasnosci te s definiowane nastgpujaco:

Zwrotnosé dla dowolnego ae 4 zachodzi: <a, a>e R
— symbolicznie: Vac A ® <a,a>eR
przeciwzwrotnosé dla dowolnego ae 4 zachodzi: <a, a>¢ R
— symbolicznie: VacA e<a,a>¢R
symetria dla dowolnych a, be 4 zachodzi:
jezeli <a, b>e R, to réwniez <b, a>e R
— symbolicznie: Va, be 4 ® <a, b>e R = <b, a>eR
przeciwsymetria dla dowolnych a, be 4 zachodzi:
jezeli <a, b>e R, to <b, a>¢ R
— symbolicznie: Va,bed o <a, b>c R = <b, a>¢ R
antysymetria dla dowolnych a, be A zachodzi:
jezeli <a, b>e R oraz <b, a>cR,toa=>b
- symbolicznie: Va,beAe<a, b>cRAn<b,a>eR=>a=b

dla dowolnych a, b, ce A zachodzi:
jezeli <a, b>e R oraz <b, c>e R, to <a, c>e R

przechodniosé

— symbolicznie: Va, b,ce 4 ®<a, b>cR A <b, c>eR = <a,c>eR
Spojnosé dla dowolnych a, be 4 zachodzi:
jezelia# b, to <a, b>e R lub <b, a>e R
— symbolicznie: Va,beAdoa+b=><a, b>eRv <b,a>eR
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Niekiedy mamy do czynienia z sytuacjami, gdy zachodzi potrzeba takiego rozszerze- '

nia relacji, aby uzyskaly pewne z przedstawionych wiasnosci. Niech R bgdzie dowolna
relacja binamna na 4. Zwrotnym domknigciem relacji R jest relacja zdefiniowana jako

RUR

gdzie R’ jest relacjq identycznosciowq na 4.

Symetrycznym domknigciem relacii R jest relacja zdefiniowana jako
R U {<b,a>|<a,b>e€ R} albo RUR"

Przechodnim domknieciem relacji R jest relacja oznaczana symbolem R', zdefiniowa-
na jako

R =g UR”

ne Nat\{0}

Zwrotne, przechodnie (tranzytywne) domknigcie relacji R na zbiorze A4 jest to relacja,
oznaczana symbolem R , zdefiniowana nastgpujaco:

R‘ Tdef U R“

ne Nat

Podane wyzej definicje domkniecia relacji oznaczaja, ze po domknigciu relacja ma
odpowiednio wlasno§é zwrotnoSci, symetrii i przechodnio$ci. Domknigcie relacji
uogdlnia sie ze wzgledu na dowolng wiasno§é w sposob nast¢pujacy: Niech P bedzie
pewna wlasnoécia oraz R pewna relacja binarng. Méwimy, ze relacja Rp jest domknie-
ciem relacji R wzgledem wiasnosci P wtedy i tylko wtedy, gdy:

1. relacja Rp ma wlasno$é P,
2.R c Rp,
3. nie istnieje inna relacja Q, ktéra ma wlasnosé P taka, ze Q € Rp.

3.5. Relacja rownowaznosci

Bardzo wazna jest relacja réwnowaznosci, bedaca dowolng relacjq binarng, ktéra jest
zwrotna, symetryczna i przechodnia.

Dla relacji rbwnowaznosci R okre$lonej na zbiorze 4 definiuje sie zbiory nazywane
klasami abstrakcji. Dla dowolnego elementu a zbioru 4 definiuje sig mianowicie zbidr

{bed|<a, b>e R}

Zbior taki oznacza sig przez [a]g i nazywa sig klasq abstrakcji generowanq przez ele-
ment a wzgledem relacji R.
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wicrdzenie 3.1
Zbior klas abstrakcyi ma nastepujqce wlasnosci:

1. Jlalz =4

ac A
2. <a, b>e R wtedy i tylko wtedy, gdy [a]z = [b]z
3. jezeli [a]g # [b]g, to [alr O [b]r=D

Dowod

Wiasnos¢ 1

Z definicji réwnosci zbioréw wynika, Ze nalezy pokazaé:

a)| Jlaly c 4

ac A

b) 4 | Jlal

aed
Przypadek a)

Niech xe U[a]R. Nalezy pokazacd, 7e xe 4.

ac A

Z definicji uogdlnionej sumy zbioréw wynika, Ze istnieje takie ae 4, ze xe [a]z.
Z definicji klasy abstrakeji wynika, ze [a]z < A.
Z obu tych faktéw, na podstawie definicji podzbioru, wynika, e xe 4, czyli poka-
zaliSmy, ze x€ U[a]R = xeA.
aeA

Przypadek b)
Niech xe 4. Nalezy pokazaé, ze xe U[a]R.

ac A
Z definicji klasy abstrakcji i whasnoéci zwrotnosci relacji R wynika, ze xe [x]z.
Z tego faktu zatem, na mocy definicji uogélnionej sumy zbioréw, wynika, ze

Xe U[a]R

ac A

Wiasnogé 2

Z definicji rbwnowaznoéci wynika, ze nalezy pokazaé dwie implikacje:
a) jezeli <a, b>e R, to [alg = [b],
b) jezeli [a]g = [b)r to <a, b>e R.



60

Rozdziat 3

Przypadek a)

Niech <a, b>€ R. Nalezy pokazad, ze [a]z = [b]x.

Pokazemy, ze jesli <a, b>€ R, to [alg C [b]r oraz, ze jesli <a, b>€ R, to [b]r & [a]r.
7 zalozenia, ze <a, b>e R i z definicji klasy abstrakcji wynika, ze be [a).

Niech x€[a]z. Z definicji klasy abstrakcji wynika, ze <a, x>€R, co z wlasnosci
symetrii relacji rtéwnowazno$ci pociaga, ze <x, a>€R.

7 whasnosci przechodniodci relacji rownowaznosci, na podstawie stwierdzen, ze
<x, a>€ R oraz <a, b>e R wynika, ze <x, b>€ R. Ponownie, z wlasno$ci symetrii
relacji R oraz z definicji klasy abstrakcji wynika, ze xe& [b].

Pokazali$my, ze xe [b]r = x€ [bls, czyli [alr < [b].

Wykazanie, ze jesli <a, b>€ R, to [b]z C [alr przebiega analogicznie do pokazane-
g0 WyZej.

Przypadek b)
Niech [a]z = [b]z. Nalezy pokazaé, ze <a, b>€R.

Z definicji klasy abstrakcji i zwrotnosci relacji wynika, ze a€[a]z 1 be[b]z. Na
podstawie rownoéci zbioréw [alz = [b]r stwierdzamy, ze a, be [alg, stad — na pod-
stawie definicji klasy abstrakcji — wynika, ze <a, b>€R.

Wiasnosc 3
Nalezy pokazaé, ze jezeli [alg # [b]r, to [alg N [b]r = D.

Dowéd przeprowadzimy metoda nie wprost. Metodg tg stosuje sig do twierdzen,
ktére maja posta¢ implikacyjna. W rozwazanym przypadku zalozeniem — po-
przednikiem implikacji — jest [a]z # [b]r), a teza — nastepnikiem implikacji — jest
[a)zr M [b]zr = . Dowbd nie wprost polega na przyjgciu zalozenia, nazywanego za-
lozeniem dowodu nie wprost, kidre jest negacja tezy. Nastgpnie nalezy pokazac, ze
z tego zatozenia wynika sprzeczno$é¢ z zatozeniem twierdzenia.

W rozpatrywanym przypadku nalezy pokazaé, ze
jezeli [alg N [b]r # D, to [alr = [b]r.

Jezeli [alz M [b]g # B, to oznacza, ze istnieje element x€ [alg M [b]z. Z definicji
przekroju zbioréw wynika, ze xe [a]z i x€ [b]z, co na podstawie definicji klasy
abstrakcji oznacza, Zze <a, x>eR oraz <b, x> R. Z wlasno$ci symetrii i prze-
chodniosci relacji R wynika, Ze <a, b>e R, stad — na mocy udowodnionej wyzej
wlasno$ci 2 — wynika, ze [a]x M [b]r = D, co oznacza sprzeczno$é z zalozeniem
twierdzenia. ]
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7, udowodnionych wiasnoéci wynika, Ze jezeli zbiorze 4 jest zdefiniowana relacja
r6wnowaznosci, to relacja ta wyznacza podziat zbioru 4 na rozlaczne podzbiory (klasy
abstrakeji). Podziat taki nazywa si¢ tez partycjq. Zbiér, ktérego elementami sa
wszystkie klasy abstrakcji, nazywa sig zbiorem ilorazowym zbioru 4 wzgledem relacji
R i oznacza si¢ A/R, czyli

AIR =ger {[alr | a€ A}

przyklad 3.4

r Niech 4 =4 {1, 2, 3, 4, 5} orazrelacja R ¢ A2jest zdefiniowana nastepujaco: o

R =qr {<1, 1>, <2, 2>, <3, 3>, <4, 4>, <5, 5>, <3, 2>, <2, 3>, <2, 5>, <5, 2>
<3, 5>, <5, 3>} .

Latwo sprawdzi¢, ze relacja jest zwrotna, symetryczna i przechodnia, czyli jest
relacja rownowaznosci. Wyznaczone przez poszczegdlne elementy zbioru 4 kla-
sy rownowaznosci sa nastgpujace:

11z = {1}
[2]r=[3]r=[5]z = {2, 3, 5}
[4]z = {4}

Zbior ilorazowy A/R wyznaczony przez relacje R ma postaé

3.6. Relacje porzadku

Oprécz relacji rownowaznosci wazna grupe stanowia relacje porzqdku. Wyr6znia sie:

* relacje quasi-porzqdkujqeq, gdy jest zwrotna i przechodnia,
'fclach czeSciowo porzqdkujqcq w Scislym sensie, gdy jest antysymetryczna
1 przechodnia,

. r;lach czesciowo porzqdkujqcq, gdy jest zwrotna, antysymetryczna i przechod-
nia

* relacjg liniowego porzqdku w Scistym sensie, gdy jest antysymetryczna, prze-
chodnia i sp6jna,

* relacjg liniowego porzqdku (czasem tez krétko: relacje porzqdku), gdy jest
zwrotna, antysymetryczna, przechodnia i spéjna, czyli, gdy jest relacja czescio-
wego porzadku i relacja spojna.

~[b'10r, na ktoérym jest okreSlona pewna relacja porzadku czeéciowego, nazywa sie
I' torem czesciowo uporzadkowanym, a zbiér, na ktérym okreslono relacje porzadku
Inlowego — zbiorem liniowo (albo cafkowicie) uporzqdkowanym.
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Przyklad 3.5 |
Rozwazmy rodzing wszystk1ch podzbioréw dowolnego zbioru U, czyli zbior po-
tegowy 2Y. Zbiér potegowy 2Y jest zbiorem czeéciowo uporzadkowanym przez
relacje R C 2Yx 2Y, ktéra jest okreslona nastgpujaco:

R={<d4,B>c2Yx2Y| 4 c B}

Relacja R jest relacja czesciowego porzadku. Istotnie, R jest relacjg zwrotna, gdyz |

dla dowolnego A€ 2Y zachodzi <4, A>€ R, dlatego, ze A < A. R jest relacja anty-
symetryczna, gdyz — jezeli <4, B>€ R oraz <B, A>e R - co oznacza, ze A C B oraz
B c A, to A = B. R jest tez relacja przechodnia, gdyz z faktu, ze <4, B>€ R oraz
<B, C>eR, co oznacza, ze A ¢ B oraz B C C, wynika, ze <4, C>€ R, co oznacza,
ze A c C. Relacja R nie jest natomiast relacja liniowego porzadku, gdyz nie jest

I spojna. |

Przyklad 3.6
T Relacja liniowego porzadku jest relacja < okre§lona na réznych zbiorach liczbo—I

wych, na przyklad Nat, Catkowite, Wymierne lub Rzeczywiste. Uzywajac tej re-|

lacji, postugujemy sig notacjg a < b, zamiast <a, b>e <. Zachodza oczywiscie
wlasnosci:

Vae Rzeczywiste e a < b

Va, be Rzeczywiste e a<brna<b=>a=b
Va, b, ce Rzeczywiste s a<bAab<c=>a<c
Va, be Rzeczywiste e a+ b=>a<bva<b

Nie jest natomiast relacja liniowego porzadku relacja <, gdyz nie spelnia wymogu
| zwrotno$ci, to znaczy nie jest prawda, ze a < a dla dowolnego a € Rzeczywiste. N

Zestaw relacji czeSciowego porzadku Ry, ..., R,, zdefiniowanych odpowiednio na zbio-
rach 4,, ..., A,, mozna wykorzystaé¢ do zdefiniowania nowej relacji czgSciowego po-
rzadku R, zdefiniowanej na produkcie kartezjanskim A; X ... X 4,. Przyktadem jest
leksykograficzne ztozenie relacji Ry, ..., R,, okre$lone jako relacja R, nazywana relacjq
porzadku leksykograficznego (alfabetycznego), zdefiniowana na 4 X ... X 4, w sposéb
nastgpujacy:

<aj, .., a>R<b, ey by>

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ie {1,
a;= bj oraz a; R,‘ b,‘.

..., n} takie, ze dla kazdego j < i zachodzi

Niektore wlasnosci relacji czgsciowego porzadku mozna wyrazi¢ za pomoca tzw. ele-
mentdw wyréznionych. Niech < bedzie relacja czgsciowego porzadku na zbiorze 4
oraz niech B c A.
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ywaga

Symbol < jest czgsto stosowany na oznaczenie relacji czegSciowego porzadku ze

wzgledu na graficzne podobieristwo do symbolu < przy jednoczesnym podkregle-

niu, ze dziedzing relacji nie muszg by¢ tylko zbiory liczbowe.
Mowimy, ze ac 4 jest:

— elementem najmniejszym w zbiorze B, je$li Vbe Be a < b,

— elementem najwickszym w zbiorze B, je$li Vbe Be b < a,

— elementem minimalnym w zbiorze B, jesli Vbe B  —(b < a),

- elementem maksymalnym w zbiorze B, je$li Vbe B @ —(a < b),

— ograniczeniem dolnym zbioru B, jeéli Vbe B ® a < b (zauwazmy, ze a nie musi
naleze¢ do zbioru B, element najmniejszy zbioru B jest zatem jego ograniczeniem
dolnym),

~ ograniczeniem gornym zbioru B, jesli Vbe B o b < a (zauwazmy, ze a nie musi
naleze¢ do zbioru B, element najwickszy zbioru B jest zatem jego ograniczeniem
gérnym),

~ kresem dolnym (infimum) zbioru B, jesli a jest elementem najwigkszym w zbio-
rze wszystkich ograniczen dolnych zbioru B,

— kresem gornym (supremum) zbioru B, jeSli a jest elementem najmniejszym
w zbiorze wszystkich ograniczeni gérnych zbioru B.

Przyklad 3.7

Rozpatrzmy zbior potggowy A zbioru {a, b, c, d}, czyli A = 2!* >4 4 uporzqd-l
kowaniem czgsciowym, okreslonym przez inkluzje. Niech B = {{a}, {a, b}, {b, ¢},
{b, ¢, d}, {a, b, c, d}}. W zbiorze B sa dwa elementy minimalne {a} i {b, ¢} oraz
jeden element najwigkszy {a, b, c, d}.

llustracjg zwiazkéw pomiedzy elementami zbioru cze$ciowo uporzadkowanego
jest diagram (graf — zob. p. 3.10) Haasego na rysunku 3.4. Wierzchotki diagramu
reprezentujg elementy zbioru, a krawgdzie diagramu lacza ze soba te wierzcholki
X ¥, tu elementy zbioru B, pomigdzy ktérymi zachodzi zwiazek x < y oraz nie ist-
nieje taki element z, ze x < zoraz z < y.

{a, b, c,d}
{b, c, d} {a, b}

1, e} {a}

Rys. 3.4. Diagram Haasego dla zbioru B
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W zbiorze B nie ma elementu najmniejszego, element {a, b, c, d} jest natomiast je-

| go kresem gomym. —

Pomiedzy elementami wyréznionymi zachodza nastepujace zwiazki:

Twierdzenie 3.2

Niech < bedzie relacja czgsciowego porzadku na zbiorze A oraz niech B C A4, wtedy:

1. W zbiorze B istnieje co najwyzej jeden element najwigkszy i co najwyzej jeden
element najmniejszy.

2. 7Zbi6r B ma co najwyzej jeden kres gorny i jeden kres dolny.

3. Jesli b jest najwiekszym elementem w zbiorze B, to jest on jedynym elementem
maksymalnym w zbiorze B oraz jego kresem gérnym.

4. Jedli b jest najmniejszym elementem w zbiorze B, to jest on jedynym elementem
minimalnym w zbiorze B oraz jego kresem dolnym.

Dowéd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

3.7. Funkcje

Niech A oraz B beda dwoma dowolnymi zbiorami. Funkcjq albo odwzorowaniem
z A w B nazywa sie taka relacje binarng [ < AXB, ze dla kazdego elementu a4 ist-
nieje co najwyzej jeden element be B taki, ze <a, b>€ f.

Inne, réwnowazne sformulowanie tej samej wiasnosci:
dla kazdego elementu ae 4, jezeli <a, b>€ foraz <a, c>€ f,tob=c
W symbolicznym zapisie wlasno$¢ ta przyjmuje postac
VacAe<a, b>e fa<a,c>e f=>b=c
W podanej definicji funkcji f zawiera si¢ mozliwo$¢, ze dla danego ae 4 nie istnieje
taki element be B, ze <a, b>€ f. Oznacza to, ze dla ae 4 funkcja f jest nieokreslona.

Fakt, ze para <a, b>e f jest elementem funkcji f, bedzie réwniez zapisywany
w postaci

fl@=b.

Element a nazywa sie argumentem funkcji f, a b nazywa si¢ wartosciq funkcji
fdla argumentu a.

Napis
f:A—>B

nazywa sie sygnaturq funkcji; symbol f jest nazwq funkcji, a wyrazenie 4 — B, gdzie
A oraz B s3 nazwami zbiorow, jest typem funkcji.
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Ogolnie, funkcja moze mie¢ n argumentdw (n€ Nat). Sygnatura takiej funkcji ma
I‘)OStaC

[AIX.. XA, —>B
W skrajnym przypadku, gdy funkcja ma zero argumentéw — nazywa sie ja funkcja
~eroargumentowq lub stalq, a jej sygnaturg zapisujemy

f:—B
Dla funkcji o sygnaturze f: 4, X ... X 4, — B, fakt, ze <a,, ..., a,, b>€f, zapisuje sie
rowniez w postaci

f(al, =25 (l”) = b
Zapis wartosci funkcji w postaci

flay, ..., ay)

jest zapisem w tak zwanej konwencji prefiksowej lub przedrostkowej. Inng konwencja,
ktora nie bedzie uzywana, jest notacja przyrostkowa (postfiksowa), nazywana tez od-
wrotnq notacjq polskq, na cze$é polskiego logika Lukasiewicza®, ktory ja wprowadzil.
W tej notacji zapisowi wartoéci funkcji dla argumentéw ay, ..., a, odpowiada zapis

(ay, ..,a)f

Notacja ta jest stosowana w algorytmicznym obliczaniu warto$ci wyrazefi stanowia-
cych zlozenie wielu funkcji.

W pr.zyp‘adku funkcji dwuargumentowych, oprécz podanych notacji, powszechnie
stosuje sig notacje wrostkowq (infiksowq). Warto$é funkcji f(ay, a,), dla argumentéw
uy, ay, Zapisuje sig w postaci

a fay
Deklaracje uzycia notacji infiksowej mozna zaznaczyé w sygnaturze, piszac
_f_ 5 Al X Az — B

Podkreslenia po obu stronach symbolu f wskazuja na miejsca umieszczania jej argu-
mentow,

Ni.eChf : A — B. Tak jak poprzednio, przez dom(f) i ran(f) oznacza si¢ odpowiednio
dziedzing i przeciwdziedzing funkcji f.

IJ‘_CZG'li dom(f) = 4, to f nazywa sie funkcja catkowicie okreslonq, albo — krétko — cal-
7”‘}’}”61. Zbior wszystkich funkcji catkowicie okre$lonych z 4 do B oznacza si¢ A — B.
‘bidr 4 nazywa si¢ zbiorem Zrddiowym, a B — zbiorem docelowym funkcji. Zbiodr
Wszystkich funkeji catkowitych z 4 w B oznacza sig tez przez B”.

¥_——
[}
Jan Lukasiewicz (1878—1956).



66 Rozdziat 3

W przypadku, gdy dom(f) c A, funkcje f nazywa sie czesciowo okreslong, albo —
krétko — czesciowq. Funkcja czg$ciowa f jest nieokre$lona dla elementéw nienaleza-
cych do jej dziedziny, czyli do zbioru A\dom(f). Elementowi ae A\dom(f) nie odpo-

wiada zaden element ze zbioru B. Fakt ten zapisuje sig niekiedy, piszac f(a) = L, gdzie

symbol L oznacza niezdefiniowane.
Wykorzystujac symbol L, zbi6r wszystkich funkcji z 4 do B oznacza sie (B w L)".
Jezeli ran(f) = B, to funkcj¢ fnazywa sig surjekcjq albo funkcja ,,na”.

Jezeli dla dwoch réznych argumentéw ay, a, funkcja f przyjmuje rézne wartosci f(a,),
f(a), to nazywa sig ja funkcja réznowartosciowq albo injekejq.

Funkcjg f; ktora jest calkowicie okreslona, jest surjekcja oraz injekcja, nazywa sie
funkcja wzajemnie jednoznacznq albo bijekcjq.

Bijekeje, ktora jest funkcjg o tej samej dziedzinie i przeciwdziedzinie, czyli o sygnatu-
rze [ : A — A, nazywa si¢ permutacjq.

Funkejg / nazywa sig funkcja skoriczonq, gdy dziedzina funkcji dom(f) jest zbiorem
skonficzonym.

Jezeli relacja odwrotna f~' dla funkcji f: A — B jest funkcja, to nazywa si¢ ja funkcjq
odwrotng funkcji f.

Przyklad 3.8
" Niech A =yr{1,2, 3, 4, 5} oraz B =gr {1, 2, 3, 4). '

Relacja R ¢ 4 x B, zdefiniowana jako zbi6r par:
{<1,1>,<2,3>,<1,4>, <3, 3> <4, 4> <2, 4>, <5, 1>}

nie jest funkcja.

Funkcja f: 4 — B, zdefiniowana jako zbi6r par;
{<1, 1>, <3, 5>, <4, 3>, <5, 1>}

jest funkcja czesciowa, gdyz dom(f)={1,3,4,5} c A

Funkcja g : 4 — B, zdefiniowana jako zbiér par:
{<1,1>,<2,3>,<3,4>,<4,3>,<5,2>}

jest funkcja ,,na”, gdyz ran(f) = B.

Funkcja h : 4 — 4, zdefiniowana jako zbidr par:
{<1,1>,<2,3>,<3,4>,<4,3>,<5,1>}

nie ma funkcji odwrotne;.
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5zczegblng forma enumeracyjnej definicji funkcji jest tablica lub krotka. Na
przyklad wyzej zdefiniowang funkcjg¢ fmozna przedstawi¢ w postaci tablicy

1{2(3)4]5
I R N

=

lub krotki
h=<1,%175,3, 1>,
gdzie symbol * oznacza, ze dla danego argumentu funkcja jest niezdefiniowana.

Przedstawienie funkcji w postaci krotki wymaga dodatkowo, aby dziedzina funk-
cji byla zbiorem liniowo uporzadkowanym. Tak jest oczywiscie w przypadku
dziedziny funkcji f; gdzie porzadek w zbiorze 4 jest wyznaczony przez relacje <. |

IFunkcje moga by¢ okreslane na dowolnych zbiorach. Elementami takich zbioréw mo-
ga by¢ zlozone twory, na przyktad inne funkcje. W takich przypadkach funkcje nazy-
wa sie funkcjonatami.

Przyklad 3.9
!

! Rozpatrzmy zbiér FUN, ktorego elementami sg jednoargumentowe funkcje okre-
slone na zbiorze liczb rzeczywistych i o wartoSciach w zbiorze liczb rzeczywi-
stych Rzeczywiste. Z definicji jest to zbidr, ktérego elementami sg funkcje typu

Rzeczywiste — Rzeczywiste
Rozpatrzmy operator rézniczkowania funkcji Diff. Jest to funkcja o sygnaturze
Diff: FUN — FUN
albo, w postaci rozwinigtej, o sygnaturze
Diff . (Rzeczywiste — Rzeczywiste) — (Rzeczywiste — Rzeczywiste)
Operator Diff jest funkcja czgsciows, gdyz istnieja funkcje, ktére nie majg po-
chodnej w zadnym punkcie. Istniejq tez funkcje catkowicie okreslone, ktére maja

punkty nieciggto$ci (sq nierézniczkowalne w tych punktach). Dla takich funkcji
| operator rézniczkowania wyznacza funkcje czgsciowo okreélone. N

W rozwazanych wyzej przykltadach funkcje byly definiowane enumeracyjnie. Czgsto
spotykanym sposobem jest definiowanie funkcji przez wyrazenia funkcyjne. Definicja
ma postaé réwnosci, na przyktad

flx,y,2)=x*y+10%z

Jest to réwnosé, po lewej stronie ktérej wystepuje symbol funkeji z lista zmiennych
(argumentéw), a po prawej stronie wystgpuje wyrazenie funkcyjne (term).
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W przyktadowym wyrazeniu funkcje +, * s3 znanymi dwuargumentowymi funkcjami
arytmetycznymi, 10 jest funkcjg zeroargumentows, czyli stala, a x, y sq zmiennymi.
Wyrazenie funkcyjne jest wige zfozeniem pewnych funkcji. Ogélnie jest ono definio-
wane nastgpujaco:
e stala i zmienna sq wyrazeniami funkcyjnymi,
e jezeli i jest n-argumentowa funkcja oraz gy, ..., g, sa wyrazeniami funkcyjnymi,
to h(gi, ..., ) jest wyrazeniem funkcyjnym.

Wystepujacy po lewej stronie symbol funkcji nie moze wystapi¢ po prawej stronie
réwnosci. Jedynymi zmiennymi, ktére moga wystepowaé po prawej stronie réwnosci,
sa tylko te, ktore wystepuja po lewej stronie.

Funkcje sq pewnymi zbiorami i moga by¢ definiowane rekursywnie oraz przez okre-
$lenie wlasnosci. Definicjg rekursywna, czyli algorytmiczna, funkcji nazywa sie tez
definicjq intensjonalnq, a definicj¢ przez okreslenie wiasnosci — definicja ekstensjo-
nalnq.

Przyklad 3.10

I Funkcja Silnia jest typu Nat — Nat. Jej definicja rekursywna ma postaé:
Silnia(0) =1
Silnia(n) = n * Silnia(n-1) dlan>0

Definicja sklada si¢ z dwéch réwnosci. Po lewej stronie réwnoéci wystepuje
symbol definiowanej funkeji wraz z odpowiednimi warto$ciami argumentu, a po
prawej stronie wystepuja wyrazenia funkcyjne. Wyrazenie funkcyjne w pierwszej
rownosci jest stalg (funkcja zeroargumentows), a w drugiej — jest zlozeniem
funkcji trzech funkcji: odejmowania —, mnozenia * oraz definiowanej funkcji Sil-
nia. Pierwsza r6wno$¢ definiuje warto$é funkcji dla argumentu o wartoéci 0, dru-
ga — definiuje warto$¢ funkcji dla pozostalych wartoéci argumentu. Zastosowanie
drugiej réwnosci do obliczenia wartosci funkcji dla argumentu n wymaga
uprzedniego obliczenia warto$ci funkcji dla argumentu n — 1.

—

W podobny sposéb jest zdefiniowana rekursywnie funkcja M : Nat — Nat:
M(1)=2
M2)=2
M(n)=2*Mn-1)+Mn-2)
Znacznie bardziej zfozony jest sposob definicji funkcji Ackermanna o sygnaturze
Ack: Nat x Nat — Nat
Ack(x, y) =y +1
Ack(x, y) = Ack(x -1, 1)
| Ack(x, y) = Ack(x - 1), Ack(x, y — 1)

dlan>2

gdyx=0
gdyy=0
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Pﬂyklad 3.11

I Niech, jak poprzednio, FUN oznacza zbiér, ktérego elementami sa jm
mentowe funkcje okreSlone na zbiorze liczb rzeczywistych i o wartoéciach
w zbiorze liczb rzeczywistych, czyli funkcje typu Rzeczywiste — Rzeczywiste.
Dla dowolnej funkcji f: Rzeczywiste — Rzeczywiste rozwaza si¢ réwnanie posta-
ci f(x) = 0. Réwnanie to moze nie mie¢ pierwiastkow rzeczywistych, moze tez
mie¢ ich nieskonczenie wiele. Przez Pierwiastki(f) oznacza sic warto§é funkcji,
ktora dla danej funkeji f wyznacza podzbidr liczb rzeczywistych P, ktére s pier-
wiastkami réwnania f(x) = 0. Funkcja Pierwiastki jest typu FUN — 2Reccaywiste
Funkcjg t¢ mozna zdefiniowac ekstensjonalnie w sposéb nastepujacy:

Pierwiastki = {<f, P> FUN x 2®"* | xe P & f(x) = 0}

Wprawdzie funkcja Pierwiastki jest zdefiniowana jednoznacznie, jednak z defi-
nicji tej nie wynika jak dla konkretnej funkeji f okre$lié zbiér jej pierwiastkow.
Wiadomo, ze znajdywanie pierwiastkéw rzeczywistych réwnania f(x) = 0 jest
I*zadamiem rozwigzywalnym efektywnie tylko dla pewnych klas funkcji. |

Przyklad 3.12

L Rozwazmy funkcj¢ Wartos¢Wielomianu, ktéra oblicza wartos¢ dowolnego wie-
lomianu dla zadanego argumentu. Jest to funkcja o sygnaturze

Wartos¢Wielomianu : Wielomiany X Rzeczywiste — Rzeczywiste
Wielomian n-tego stopnia
a*x"+ . ta *x+ag

gdzie neNat, jest jednoznacznie okrelony przez zestaw swoich n + 1 wspol-
czynnikow a,, ..., ai, ap€ Rzeczywiste. Zbiér Wielomiany moze zatem byé zdefi-
niowany jako

Wielomiany =g U Rzeczywiste"

ne Nat
stad, dla dowolnego <a,, ..., a\, ag>€ Wielomiany oraz xe Rzeczywiste
WartoséWielomianu(<a,, ..., ay, ag>, x) = a, * X"+ ... + a *x+a

Obliczenie tak zdefiniowanej wartosci funkcji Warto§éWielomianu sprowadza
wczywisty spos6b, do prostego algorytmu obliczen. N

3.8. Operacje na funkcjach

Na funkcjach mozna wykonywac rézne operacje, definiujac w ten sposéb nowe funk-
¢Je. Funkcje sa relacjami, w szczegélno$ci mozna wykonywaé na nich operacje mno-
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gosciowe, ale nalezy zauwazyc, ze wynikiem takich operacji nie zawsze jest funkcja.
Jezeli na przykiad dane sa dwie funkcje f, g 4 — B, to ich mnogo$ciowa suma fU g
moze nie by¢ funkcja, natomiast przekr6j funkcji f M g oraz ich roznica f\g sa zawsze
funkcjami.
Operacja superpozycji albo skladania sekwencyjnego funkcji jest zdefiniowana tak
samo jak dla relacji. Jezeli dane sa dwie funkcje:

f:A—>Boraz g:B—>C
to zlozeniem sekwencyjnym albo superpozycja funkcji f z funkcja g, oznaczanym
przez f - g, jest funkcja typu 4 — C, okreslona nastegpujaco:

(f - g)(@) =4er g(f(a))
pod warunkiem, ze f(a) oraz g(f(a)) sa okreSlone.
Inne operacje specyficzne dla funkcji to operacje:

e warunkowego wyboru,

» modyfikacji funkcji przez podstawienie,

e obciecia.
Niech beda dane dwie funkcje £, g : 4 — B oraz trzecia funkcja 4 : 4 — Logiczne, gdzi
Logiczne = {prawda, fatsz}. Warunkowym wyborem funkcji f, g, h, oznaczanym

h—fg
nazywa sie funkcje typu 4 — B, ktora jest okre$lona nastepujaco:

f(a) gdy h(a)= prawda

I =
( —>f: g)(a) {g(a) gdy h(a)=fafSZ

Przyklad 3.13
I Niech

S= (=2 =2 35 s8>}
g={<1, 3>, <2,3>, <5, 5>}
h={<1, prawda>, <2, falsz>, <3, prawda >, <4, failsz >, <5, prawda >}

wowczas

L hofig= {i<1,25,<2, 3>, <3,45)

Niech f: 4 — B bedzie funkcja oraz niech ae 4, be B. Modyfikacjq funkcji f przez
podstawienie wartoéci b dla argumentu o wartosci a jest funkcja typu 4 — B, ozna-

czana symbolicznie f[a := b], zdefiniowana w sposdb nastepujacy:

Sla = bl(x) =ger (x = a) — b, f(x)
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W dcﬁni.c'j 1 tej wykorzystano poprzednio wprowadzony operator warunkowego wybo-
.u funkcji. Wy‘razeme x = a przedstawia funkcjg, ktéra przyjmuje wartosé logiczng
prawda wtedy i tylko wtedy, gdy argument x przyjmuje wartoéé a.

przyklad 3.14
Niech: b 1
f=1{<1,2>,<2,3>, <3, 4>}
g=1{<2, 3>, <5, 5>}

wOWCZas:
f[1:=5]={<1, 5>, <2, 3> <3, 4>}

gll = 5] = {<1, 5>, <2, 3>, <5, 5>} ,

Ni_cch' C < A. Obcieciem funkcji f: A — B do podzbioru C zbioru zrodlowego 4 be-
dzie sig nazywac funkcje fc: C — B, okreslona nastepujaco:

dla dowolnego ae C : f|c(a) =4 f(a).

Latwo sprawdzi¢, ze rownowazna definicja obciecia funkcji jest

Sfle=aee fO (C % B)

Niecgf: A— B oraz niech 4, c 4, By c B. Obrazem zbioru 4, dla funkcji f nazywa
sie zbidr

J(A4)) =4er {be B| 3 ac 4, @ f(a) = b}
Przeciwobrazem zbioru B, dla funkcji fnazywa sig zbior

S (Bi) =gs {ac A |3 be By o f(a) = b}

Przykiad 3.15
7 -
Jezeli I

f=1{<1, 2>, <2, 3>, <3, 4>, <4, 5>}
to:

SFloay = {<1, 2>, <2, 3>}

SU{1,2)={2,3}

L [(B.4p=23}
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3.9. Funkcje a relacje

Pomiedzy relacjami a funkcjami zachodza pewne zwiazki. Kazda funkcja jest — z de-
finicji — relacja. Odwrotnie tak nie jest, ale kazdej relacji R ¢ 4 X B mozna przypo-
rzadkowa¢ przynajmniej jedna taka funkcje fr : A — B, ze dla kazdego ae dom(R)

Sr(@) =aer b

gdzie be B jest takim elementem, ze <a, b>eR, czyli ze
fr € R oraz dom(fg) = dom(R).

Funkcje fz nazywa sig funkcja zgodnq z relacja R.

Przyklad 3.16

[ Niech
R={<1,2><1, 3>, <2, 5>, <2, 3>, <3, 4>, <4, 5>}
wowczas:
{<1,2>,<2,3>,<3,4>,<4, 5>}
{<1, 3> <2, 3>, <3, 4>, <4, 5>}

| sa funkcjami zgodnymi z R.

Zwiazek zgodnosci zachodzi pomigdzy programem a jego specyfikacja. Specyfikacj

programu wyraza si¢ jako pewna relacjg Spec, program za$ jest pewna funkcja Prog.

Program spelnia specyfikacje, gdy pomiedzy specyfikacja Spec i programem Pro
zachodzi zwiazek zgodnosci, czyli dom(Prog) = dom(Spec) oraz Prog C Spec.

Przyklad 3.17

! Przypuéémy, ze potrzebna jest funkcja obiiczaj aca pierwiastek kwadratow
z liczby rzeczywistej x, z doktadnoscia 1. Niech y bedzie warto$cia tej funkcji dl
danego x. Zwiazek miedzy x oraz y jest okreslony zaleznoscia

YV <x<@p+1)
Formuta ta definiuje relacjg

Specsgr =dger {<x, y>€ Rzeczywiste2 Iy <x<(y+ DY
ktéra moze byé specyfikacjq programu.

Implementacjq dla tej relacji jest dowolna funkcja (realizowana przez program)
Impls,, : Rzeczywiste — Rzeczywiste

ktéra spelnia warunki:

dom(Impl,,,) = dom(Specsq,,) oraz Implsg, C Specsgr-
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Czytelnikowi proponuje sig samodzielne przedstawienie graficznej ilustracji rela-
cji Specsq, oraz funkcji Impl,, na plaszczyznie wspétrzednych x, y.
l -

Dowolng relacjg mozna przedstawi¢ za pomocg jej funkcji charakterystycznej. Jezeli
dana jest relacja R € Ay X ... X 4,, to jej funkcjq charakterystyczngq jest funkcja

Jr A1 X ... X A, — Logiczne
sdefiniowana nastepujaco:
frlay, ..., ay) = prawda wtedy i tylko wtedy, gdy <ay, ..., a,>eR.

Funkcja charakterystyczna dla danej relacji R jest wyznaczona jednoznacznie. Od-
wrotnie — dana funkcja charakterystyczna wyznacza jednoznacznie pewna, relacje.

3.10. Grafy a relacje

Liczne zastosowania w informatyce maja grafy. Rozpatrzmy najpierw klase grafow
skierowanych. Maja one dwie rownowazne definicje. W zaleznosci od potrzeb wyko-
rzystuje si¢ jedna z nich,

Pierwsza definicja okre$la graf skierowany G jako pare
G=<V, A>

gdzie:
V' jest zbiorem wierzchotkéw grafu,

A jest zbiorem fukow grafu, okre$lonym jako relacja binama na zbiorze wierzchot-
kéw 4 c VxV.

Interpretacja relacji A jest nastepujaca: para <v;, v,>e 4 reprezentuje tuk grafu prowa-
dzacy od wierzchotka v, do wierzchotka v,.

Druga definicja okre$la graf skierowany G jako pare
G=<V, 5>

gdzie;
V' jest zbiorem wierzchotkéw grafu,

S jest funkcja, zwana funkcjq nastepnikéw, okreélona na zbiorze wierzchotkéw,
ktdrej warto$ciami sa podzbiory wierzchotkéw S: ¥V — 2"

Irflerpre’tacja funkcji S jest nastgpujaca: S(v) = {vy, ..., v} reprezentuje zbiér wierzchot-
kOW-nastQpnikc')w wierzcholka v, to znaczy wierzchotkéw, do ktérych prowadza tuki
Wychodzace z wierzchotka v. Jej funkcja odwrotna P(v) okresla zbiér wierzchotkow-
Poprzednikéw wierzchotka v, to znaczy wierzchotkéw, od ktérych prowadzg tuki do
Wierzchotka v. Znajac dla danego grafu funkcje S, fatwo jest wyznaczyé funkcje P.
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Latwo rowniez zauwazy¢, ze graf zdefiniowany wedlug jednej z tych definicji daje sig

wyrazié w réwnowazny sposéb wedtug drugiej definicji.

Obie definicje graféw daja podstawg do graficznej ich reprezentacji. Pierwsza defini-
cja pozwala takze na graficzna reprezentacjg relacji binarnych. Pierwszy przykiad

takiej reprezentacji przedstawiono na rysunku 3.2. Ponizej rozwazamy inny przyklad,

bedacy graficzna reprezentacja relacji rownowaznosci z przykladu 3.4. W tym przy-
padku latwo sig przekona¢, Ze analiza niektérych wlasnosci relacji, na przyktad prze-

chodnioéci, staje sig przejrzysta.

Przyklad 3.18

ﬁRelacja R c A% gdzie A =4 {1, 2, 3, 4, 5}, zdefiniowana nastgpujaco:

l

R =def {<17 1>s <2’ 2>’ <3’ 3>’ <41 4>) <5s 5>) <37 2>a <27 3>, <2, 5>, <5a 2>a

<3, 5>, <5, 3>}

ma postaé graficzng przedstawiong na rysunku 3.5.

| Rys. 3.5. Graficzna reprezentacja relacji

il

Podgrafem grafu G = <V, A> nazywa si¢ dowolny graf G’ = <V’ A’"> taki, ze V'c V

orazd ' cV’x V.
Graf nazywa sig nieskoriczonym, gdy nieskoriczony jest zbidr jego wierzchotkow.
Sciezkq w grafie G = <V, 4> nazywa sie niepusty ciag tukéw
<V, V2 <y, ViR L <V, VS L
gdzie <v;, vi;>€ 4, dlai=1, .., n—1, ... Sciezka przechodzi przez wierzchotki:

Vi, V2, «o0sVyy e

gdzie v, jest poczatkowym wierzcholkiem $ciezki, a jezeli §ciezka jest skonczona, to
v, jest jej wierzchotkiem koncowym. Sciezke skonczona, ktéra ma taki sam wierzcho-
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tck poczatkowy i koficowy, nazywa si¢ cyklem. Cykl zlozony z jednego elementu na-
Lywa sie petlq.

Wwyroznia si¢ wiele rodzajow graféw. Okresla si¢ miedzy innymi, ze graf G = <V, A>
jest:

zwrotny, gdy relacja A4 jest zwrotna (przy kazdym wierzchotku jest petla),
przeciwzwrotny, gdy relacja 4 jest przeciwzwrotna (graf nie ma petli),
symetryczny, gdy relacja A jest symetryczna,

przeciwsymetryczny, gdy relacja A jest przeciwsymetryczna,
antysymetryczny, gdy relacja 4 jest antysymetryczna,

przechodni, gdy relacja A jest przechodnia.

Grafy symetryczne nazywa sig takze grafami nieskierowanymi.

Szczegolnym, dalej wykorzystywanym grafem, jest graf nazywany drzewem. Jest to
graf, ktéry:

e nie ma cykli,

e ma dokiadnie jeden wierzchotek vy, zwany korzeniem drzewa, ktéry nie ma po-
przednikow, to znaczy nie istnieje wierzcholek ve ¥ taki, ze <v, vg>€ 4,

* wszystkie pozostale wierzchotki maja doktadnie jeden poprzednik, to znaczy dla
dowolnego wierzchotka v # v zachodzi card (Ve V| <V, v>e A}= 1. Wierzcho-
tek v, ktéry ma nastepniki, to znaczy card{v'e V| <v, v'>e 4}> 0, nazywa sie
wierzchotkiem rozgaleziajgcym. Wierzcholek, ktéry nie ma nastepnikéw, to
znaczy card{V'e V| <v, v'>e 4} = 0, nazywa si¢ lifciem, a zbiér wszystkich lisci
nazywa si¢ koronq drzewa.

Lemat 5.1 (Lemat Koniga)

Jezeli graf G jest drzewem nieskoficzonym, w ktérym kazdy wierzchotek ma skofi-
czong liczbg wierzchotkéw-nastepnikéw, to w grafie G istnieje éciezka o nieskon-
czonej dtugosci.

Dowad

Niech v, bedzie korzeniem grafu G. Zgodnie z zatozeniem v, ma skonczong liczbe
wierzchotkéw-nastepnikéw. Wérdd nich istnieje przynajmniej jeden wierzcholek,
niech bedzie to v, ktdry jest korzeniem nieskorczonego poddrzewa G, drzewa G,
gdyz — w przypadku przeciwnym — gdyby wszystkie wierzchotki-nastgpniki vo byty
korzeniami poddrzew skofczonych, to graf G bylby skonczony. Powtarzajac po-
dobne rozumowanie do nastepnikéw wierzcholka v;, znajduje sig wérdd jego na-
stgpnikow wierzcholek v,, ktéry jest korzeniem nieskoniczonego podrzewa G,
drzewa G, itd. Jest zatem oczywiste, ze ciag wierzchotkéw vy, Vi, Vo, ... Wyznacza
nieskonczona sciezke. o
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Cwiczenia

1. Ile relacji binarnych mozna zdefiniowac¢ na produkcie kartezjanskim 4 x B, jezeli
A oraz B sa zbiorami skoficzonymi o liczno$ciach card(A4) = n oraz card(B) = m.

2. Uzupeij i udowodnij wzory:

) (ANB)xC=(AxC)N(BXxC()
b)(AUBxC=7?
)(AuB)x(CuD)=7?

3. Niech card(A) = n oraz card(B) = m. Jaka jest liczba funkcji catkowitych oraz czg-
éciowych typu 4 — B?

4. Niech U bedzie pewnym zbiorem uniwersum oraz C niech bedzie relacjq zawiera-
nia pomiedzy podzbiorami zbioru U. Ktére z wiasno$ci: symetrig, zwrotnos¢, prze-
chodnio$é ma relacja cy/?

5. Niech X =g {a, b, ¢, d} oraz R ¢ X 2. Zbadaé, ktére sposrod wlasnosci: symetrii,
przeciwsymetrii, zwrotnosci, przeciwzwrotnoéci, przechodnioéci, spojnosci i row-
nowaznoéci majg nastgpujace relacje binarne:

a) R = {<a, a>, <b, b>, <a, b>}
b) R = {<a9 (1>, <b’ b>7 <C, C>, <d7 d>9 <a, b>5 <b3 a>}

6. Pomiedzy ludZzmi wyrdznia sie rézne stosunki: kolezenstwo, znajomos$¢, przyjazn
wrogo$¢, pokrewienstwo itp. Stosunki te mozna modelowaé relacjami binarnymi
okre$lonymi na zbiorze ludzi, na przyktad: Rysseseismo =daer {<a, b> | a jest kolega b};

a) okresli¢, ktore sposrod wlasnosci charakteryzujacych relacje binarme mozn
przypisaé nowo zdefiniowanym relacjom,
b) jakie zwigzki zachodza pomigdzy tymi relacjami, chodzi o zwigzki zawierania
na przykiad, czy Ruigjomosc S Rioleseiswo, @ takze o inne, na przyklad: czy jezel
<a, b>€ Ryyrogosc OTaZ <b, ¢>€ Ryyrogoit, 10 <A, €€ Rpzyjasi?

7. Sprawdzié, czy prawdziwe sa nastepujace stwierdzenia dotyczace relacji binarnyc
na X:

a) suma dwoch relacji symetrycznych jest symetryczna,
b) cze$¢ wspdlna (przekrdj) dwu relacji przechodnich jest przechodnia,
¢) jezeli R jest relacja przechodnig oraz R < S < X7, to S jest relacjg przechodnia,

8. Sprawdzié, czy prawdziwe sa nastepujace stwierdzenia dotyczace relacji réwno-
waznoS§ci na X:
a) suma dwoch relacji réwnowaznosci jest relacja réwnowaznosci,

b) przekroj dwéch relacji rownowaznoéci jest relacja rOwnowaznosci.
¢) réznica dwdch relacji réwnowaznosci jest relacja réwnowaznosci.
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9. Niech ID bedzie zbiorem identyfikatoréw. Czy zdefiniowane ponizej relacje bi-
narne Ry, R,  ID* sa relacjami réwnowaznosci? Jezeli tak, to jakie sa wyznaczone
przez nie zbiory ilorazowe?

a) Ri =ger {<id), idy> | pierwsza litera identyfikatora id, jest taka sama, jak pierwsza
litera identyfikatora id,},

b) R2 =aer {<id, idy> | identyfikator id) czytany wspak jest taki sam, jak identyfika-
tor id,}.

10. Niech BAZA =4.¢ Nazwisko x Wiek x Zarobek, gdzie Nazwisko jest zbiorem identy-
fikatorow, Wiek i Zarobek sa pewnymi podzbiorami nieujemnych liczb catkowi-
tych. Czy relacje binarne Ry, R, ¢ BAZA* sq relacjami réwnowazno$ci? Jezeli tak,
to jakie sa wyznaczone przez nie zbiory ilorazowe?

a) Ry =qer {<<ny, w1, 21>, <mp, wy, 25> | wy = wy A zy = 7},
b) Ry =aer {<<ny, Wi, 21>, <ma, w2, 2>> [ Wy = wy A |21 — 23] < 1000}.

11. lle jest roznych relacji rownowaznosci na zbiorze n-elementowym?

12. Niech R, S< X7 beda relacjami réwnowaznosci. Czy relacjami réwnowaznoéci s
rowniez:
a)RUS,
b)RNS,
C)R\S,
d)RoS.

13. Niech R ¢ X? bedzie relacjq réwnowaznosci oraz x, ye X beda dwoma ustalonymi
elementami zbioru X. Czy relacja réwnowaznosci jest relacja:

S =gt (R U {<x,y>, <y, x>})"

14.J cé'li RicX 2, to R, X2 takie, ze R) C R, nazywamy rozszerzeniem relacji Ry. Czy
kazda relacje R ¢ X? mozna rozszerzy¢ do relacji:

a) symetrycznej,
b) przeciwsymetryczne;j,
¢) zwrotnej,
d) przeciwzwrotne;,
e) przechodniej,
f) spéjnej.
. Wykazac’, ze relacja R jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy speliony jest
warunek
R*cR

- Niech S, T'beda relacjami binarnymi na X*. Wskaz, ktére whasnosci sg prawdziwe:
a) dom(S U T) = dom(S) U dom(T) ,
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17. Pokazaé, ze ztozenie funkcji réznowarto$ciowych jest funkcja réznowartosciowa.

18. Niech f: X — Y oraz 4, B ¢ X. Uzupehij i udowodnij wzory:

19. Funkcja fjest zgodna z relacja i wtedy i tylko wtedy, gdy < R. Niech X =4 {a, b,

20. Podaé warunki konieczne i wystarczajace na to, aby mnogo$ciowa suma dwoc

21. Niech R bedzie dowolna relacja rownowaznos$ci na zbiorze X oraz niech relacja

22. Niech bedzie dany pewien graf G = <V, 4>, gdzie A c V. Jaka interpretacjg moz

23. Pokaza¢, w jaki sposob na podstawie definicji grafu w postaci G = <V, 4> zbudo-

24. Pokaza¢, w jaki sposdb na podstawie definicji grafu w postaci G = <V, S > wyz-

25. Zaproponowac sposoby reprezentacji grafu w pamieci komputera.

Rozdziat 3

b) dom(S L T) € dom(S) L dom(T),
¢) dom(S N T) < dom(S) N dom(T).

a) f(4UB)= f(4)u f(B)
b) f(4nB) ? f(4)n f(B)
c) f(f(4)? 4

¢, d} oraz relacja R bedzie zdefiniowana nastgpujaco:

R =4 {<a, b>, <a, d>, <c, ¢>, <b, b>, <b, d>, <c, ¢>, <d, b>, <c, d>, <d, c>,
<d, a>, <d, d>}.

Zdefiniowaé wszystkie funkcje f zgodne z relacja R takie, ze:

a) dom(f) = dom(R),
b) ran(f) = ran(R).

Ktére sposrod tych funkeji majq funkcje odwrotne?
funkcji byta funkcja.

bedzie zdefiniowana nastgpujaco:
Q =def (R (% {<a’ b>’ <b, a>})+:
gdzie a, be X. Pokazad, ze Q jest relacja rOwnowaznosci oraz jesli <a, b>¢ R, to

XIQ = (XIR\ {{alr, [b]r}) © {[alr L [D]r}.

na przypisaé zlozeniu relacji 4? Co oznaczaja 47, ..., 4"? W jaki sposéb mozn
zbadaé, czy graf ma petle oraz cykle, to jest drogi o dlugosci wigkszej od 1, ktor
rozpoczynaja si¢ i koficzg si¢ w tym samym wierzchotku?

waé jego definicje o postaci G = <V, S>, gdzie S : ¥ — 2" jest funkcja wyznacza-
jaca dla dowolnego wierzchotka ve V' zbiér wierzchotkéw-nastepnikéw S(v), to
znaczy wierzchotkéw, do ktorych prowadza tuki z wierzchotka v.

naczy¢ funkcjg¢ P(v), okre$lajaca zbior wierzchotkéw-poprzednikéw wierzchotka v.

4. Aksjomatyczna i alternatywne teorie zbioréw

4.1. Aksjomatyczne ujgcie teorii mnogosci

Uzywane dotychczas pojecie zbioru jest rozumiane na jeden z dwéch sposobéw, ktére
spotyka si¢ w rozumieniu potocznym. Jest to tak zwane dystrybutywne rozumienie
zbioru, czyli zespolu (zestawu) wielu przedmiotéw (bytéw) potaczonych w catosé ze
wzgledu na pewne wspolne wiasnoéci. Dystrybutywne rozumienie zbioru wiaze si¢ ze
stosunkiem pomigdzy elementem a zbiorem: element nalezy do zbioru. Synonimami
tak rozumianego zbioru sg spotykane w jezyku naturalnym takie okreélenia, jak: ‘kla-
sa’, ‘kolekcja’, ‘wielo$¢’, ‘mnogosé’, ‘zbiorowost’, ‘gatunek’, ‘rodzaj’.

Drugie, nieuzywane tu, pojecie zbioru, tak zwane kolektywne, jest rozumiane jako
calo$¢ ztozona z pewnych przedmiotéw, ktore stanowig czesci catosei. Na przyklad las
moze by¢ traktowany jako cato$¢, kidrej czeSciami sg drzewa, krzewy, runo leéne itp.
Kolektywne rozumienie zbioru stosunek pomigdzy elementem a zbiorem okreéla, ze:
clement jest czesciq zbioru, dlatego synonimami zbioru w sensie kolektywnym s na
przykiad okreslenia: ‘cato$¢’, ‘agregat’, ‘kompleks’, ‘konglomerat’.

Mozna twierdzi¢, ze samochéd jest zbiorem w sensie kolektywnym, ktérego czesciami
§qlpodwozie, kola, silnik, nadwozie itd. Czgsci te sa komponentami zbioru i jednocze-
snie sa rowniez zbiorami w sensie kolektywnym, gdyz skladaja sie z innych, mniej-
szych komponentéw. Zbiory kolektywne sg zbiorami tranzytywnymi, poniewaz stosu-
nek ‘bycia czeéeia” jest relacja przechodnia.

Zbiory w sensie kolektywnym sa wygodne do przedstawiania wielu poje¢ w naukach
przyrodniczych, spotecznych, a takze w lingwistyce komputerowej. Rozwazania
w ksigzce odnosza sie wyltacznie do zbioréw w sensie dystrybutywnym.

Oprécz rozréznienia zbioréw w sensie kolektywnym i dystrybutywnym, spotyka si¢
JCSlzcze inne podejscia do pojecia zbioru, okreslane jako podejécia alternatywne.
Wiérod takich podejs¢ w dalszej czesci rozdzialu omawia sie bardzo ogdlnie wielo-

zbiory, zbiory rozmyte i zbiory przyblizone, ktére maja liczne zastosowania w infor-
Matyce.

W poczatkowym okresie swego rozwoju teoria mnogosci (teoria zbior6w w sensie
dystrybutywnym) byta budowana na podstawie intuicyjnego pojgcia zbioru. Droga ta
okazala sig zawodna, gdyz intuicja nie dawatla jednoznacznych odpowiedzi na pewne
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subtelne pytania. W konsekwencji pojawily si¢ sprzecznosci, jak na przyktad omé
wiona wezeéniej antynomia Russella. W celu ich eliminacji zbudowano rézne aksjos
matyczne teorie zbioréw. PonizZej przedstawiamy zestawy aksjomatow opracowarng
przez Zermela'. Zestaw ten jest wystarczajacy do praktyki matematycznej, zwlaszcz
do definiowania liczb naturalnych, catkowitych, wymiernych i rzeczywistych ze zwy.
klymi dzialaniami arytmetycznymi. Bardziej rozpowszechniona jest nieco silniejsz
teoria, zwana teoria Zermela—Fraenkla®. Aksjomaty Zermela s3 tu przedstawiane z

pomoca jezyka naturalnego.

1. Aksjomat ekstensjonalnosci

Dwa zbiory sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy maja te same elementy.
2. Aksjomat wyrézniania

Dla dowolnego zbioru Z i dowolnego jednoargumentowego predykatu (funke
zdaniowej) P istnieje zbidr T zawierajacy dokladnie te elementy Z, ktére spelniaj
warunek P(x).

Jezeli zaden element Z nie spetnia predykatu P, na przyktad, gdy P(x) jest waru
kiem postaci x¢ Z, to T jest zbiorem pustym &. Aksjomat wyrdzniania zapewni
wiec istnienie zbioru pustego &.

3. Aksjomat par nieuporzqdkowanych
Jezeli Z,, Z, sa zbiorami, to para nieuporzadkowana {Z;, Z,} jest zbiorem.
4. Aksjomat sumy zbiorow

Niech Z bedzie niepusts rodzing zbioréw, tj. zbiorem, ktérego elementy sa zbi
rami. Dla kazdej takiej rodziny istnieje zbioér S, ktérego elementami sa doktadnie
obiekty, ktére sg elementami zbioréw nalezacych do Z.

5. Aksjomat nieskonczonosci

Istnieje zbidr Z, ktory zawiera zbior pusty i jest taki, ze jezeli x nalezy do Z, to §
ma x oraz {x} takze jest w Z.

Rozréznienie miedzy elementem x a zbiorem jednoelementowym {x} ma zasad:
cze znaczenie. Aksjomat gwarantuje istnienie zbiorow nieskoniczonych.

6. Aksjomat zastepowania

Niech dla kazdego x istnieje dokladnie jedno y takie, Ze spelniony jest dwuar:
mentowy predykat (funkcja zdaniowa) P(x, y), wtedy dla kazdego zbioru Z istni€
zbiér Z', do ktérego naleza wszystkie i tylko te elementy y, ktére przy pewnym x 2
zbioru Z, spehiaja predykat P.

7 Emst Zermelo (1871-1953).
8 Abraham Fraenkel (1891-1965).
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7. Aksjomat zbioru potegowego

Dla kazdego zbioru Z istnieje rodzina zbiordw, ktérej elementami sq wszystkie
podzbiory zbioru Z. Rodzing tg nazywa si¢ zbiorem potegowym i oznacza 2%,

g, Aksjomat wyboru

Dla dowolnej rodziny niepustych i roztacznych zbioréw istnieje zbior, ktéry z kaz-
dym ze zbioréw tej rodziny ma jeden i tylko jeden wspdlny element.

Aksjomat wyboru jest z jednej strony intuicyjnie oczywisty, ale z drugiej strony
budzi rozne kontrowersje. Ich zasadniczym powodem jest to, ze w przypadku nie-
przeliczalnej rodziny zbioréw nie wiadomo, w jaki sposéb tworzyé nowy zbiér,
ktory miatby dokladnie jeden element wspolny z kazdym zbiorem tej rodziny.
7 cata pewnoscia proces tworzenia takiego zbioru nie moglby byé postepowaniem
cfektywnym, to znaczy opartym na realizacji pewnego algorytmu.

9. Aksjomat regularnosci (ufundowania)

W kazdym niepustym zbiorze Z istnieje taki element X, Zze zaden element zbioru X
nie jest elementem zbioru Z.

Konsekwencja aksjomatu jest to, ze nie istnieja zbiory X, Y, Z o takich wlasnos-
ciach, jak na przyklad, ze Xe X, ze zachodzi Xe Y oraz Ye X, ze zachodzi Xe?Y,
YeZ, Ze X itd. Aksjomat ten ogranicza dziedzing zlozonag ze zbioréw przez wyeli-
minowanie z niej obiektéw o wlasnosciach w rodzaju wyzej wymienionych.

4.2. Definicje zbioréw liczbowych

Na gruncie aksjomatycznego ujgcia teorii mnogo$ci mozna formalnie zdefiniowaé li-
czby naturalne. Poniewaz jedynymi obiektami, ktérych istnienie gwarantuje teoria
mnogosci, sa zbiory, wige liczby naturalne takze definiuje sig jako szczegolne rodzaje

zbioréw,

Dla dowolnego zbioru Z jego nastepnikiem nazwa si¢ zbidr
Suce(Z) =4 Z L {Z}

Zachodz wiec Z = Succ(Z) oraz Ze Succ(Z).

plllnktem wyjscia w konstrukcji zbioru liczb naturalnych jest przyjecie istnienia zbioru
rei:teg()' Zbiér liczb naturalnych definiuje sig jako najmniejszy zbiér Nat, definiowany
Ursywnie w sposéb nastepujacy:
l. @e Nat
2. jezeli Ze Nat, to Succ(Z)e Nat

Ele . .
“menty zbioru Nat nazywa si¢ liczbami naturalnymi i sq nimi:
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a,

@ {2} = {3},

(B} U {{B}} = {9, {D}},

(@, {2}} v {9, {D}}} = {D, (B}, {D, {D}}} itd.

Zbiér liczb naturalnych jest wiec rodzing zbioréw. W celu uproszczenia notacji ele:
mentéw tej rodziny wprowadza si¢ powszechnie znane oznaczenia:

0 =def®;

1 =g {D} = {0}

2=def {Qr {Q}} = {07 1}

3 =def {®a {@}, {Q’ {Q}}} = {0’ l’ 2}

1= gt (D, (B}, {D, (D)}, oo {D, {DY, oo (DY} 3 =1{0,1,2, .., n~ 1}

ktére sa znacznie wygodniejsze w uzyciu.

Uwaga
Zbiér liczb naturalnych jest przykladem tak zwanej induktywnej rodziny zbiorow
Rodzina zbioréw A jest induktywna, gdy spelnia warunki:

1.0eA,
2. dla kazdego zbioru Xe 4, rowniez zbioér X LU {X}e 4.

Operacja, ktéra zbiorowi X przyporzadkowuje X' U {X}, nazywa si¢ operacja na
stepnika. Istnienie zbioréw induktywnych jest postulowane aksjomatem nieskor
czono$ci. Zbior liczb naturalnych Nat jest najmniejszym zbiorem induktywnym, t
znaczy dla kazdego zbioru induktywnego 4 zachodzi Nat c A4.

Mozliwe sg takze inne mnogoéciowe sposoby definiowania liczb naturalnych, n
przykiad:

0=def®a

1 =4 {J} = {0}

2=4s {{G}} = {1}

3=wr {{{D}}} = {2}

1= g {{ D))} = fn— 1}

Traktujac liczby naturalne jako induktywnie zdefiniowane zbiory, mozna pokazaé
nastepujace twierdzenie.

Aksjomatyczna i alternatywne teorie zbioréw 83

Twicrdzenie 4.1
Dla dowolnych liczb m, n € Nat zachodza zwiazki:
1. Jesli men,tom C n.
2.ngn
3. Jesli Succ(m) = Succ(n),to m = n.
4. JeSli m ¢ n oraz m # n, to men.
5. Zachodzimc nlubncm.
6. Zachodzi doktadnie jedna z mozliwosci: me n,n=m, m e n.

Dowdd twierdzenia mozna znalez¢ na przyktad w ksiazce [Tiuryn 2003].

przy wprowadzonych oznaczeniach operacj¢ tworzenia nowego zbioru Succ mozna
traktowa¢ tez jako funkcje dodawania jedynki do danej liczby naturalnej. Jest to funk-
cja catkowicie okreslona o sygnaturze Succ : Nat — Nat. Nazywa sie ja operacjq na-
stepnika i mozna pisac:

Succ(0) =1

Succ(Succ(0)) = Succ(1)=2

Suce(Suce(Succ(0))) = Succ(Suce(1)) = Succ(2) =3
Operacja nastgpnika pozwala na zdefiniowanie innych operacji (dziatan). Na przyktad
dodawanie oraz mnozenie sa funkcjami o sygnaturze:

_+ : NatX Nat — Nat

_* : Nat X Nat — Nat

Dodawanie mozna zdefiniowaé rekursywnie:
m+0=m dla dowolnego me Nat
m + Succ(n) = Succ(m + n) dla dowolnych m, ne Nat
Dysponujac dodawaniem réwniez rekursywnie mozna okre$li¢ mnozenie:
m*0=0 dla dowolnego me Nat
Suce(m)*n=m*n+n dla dowolnych m, ne Nat

M_ajap liczby naturalne, mozna zdefiniowaé inne rodzaje liczb: liczby catkowite, wy-
Mierne, rzeczywiste i zespolone.

Deﬁnich liczb catkowitych poprzedza sie pewnym wyjasnieniem intuicyjnym. Kazdej

liczbie calkowitej przypisuje si¢ parg liczb naturalnych <m, n> takich, ze réznica

"I~ n jest réwna tej liczbie calkowitej. Na przyklad liczbie catkowitej —2 moze byé

Przyporzadkowana para <4, 6>, liczbie 0 — para <10, 10>, a liczbie 3 — para <4, 1>.
Wie pary <my, n,> oraz <m;, n,>, ktére spelniaja warunek

m —-n =m—n;
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reprezentujg tg sama liczbe catkowita. Poniewaz réznica dwéch liczb naturalnych ni
zawsze jest liczba naturalng, dlatego zamiast takiego warunku mozna sformutowa:
inny warunek réwnowazny, w ktérym nie odwoluje sig¢ do réznicy. Jest to warunek

postaci
my+ny=my
Przyjmuje sig teraz nastepujaca definicjg relacji binarnej R < Nat? x Nat?, okreslong
na parach liczb naturalnych w sposdb nastgpujacy:
R =gor {<<my, ng>, <my, n>> | my + mp = my + my}
Fatwo sprawdzié, ze R jest relacja réwnowaznosci na Nat?. Zbiér liczb catkowitye
jest okreslony jako zbidr ilorazowy Nat*/R, czyli
Catkowite = Nat*/R

Konstrukcja liczb wymiernych opiera si¢ na zatozeniu, ze kazdej liczbie wymierng
mozna przyporzadkowaé parg <I, m>, gdzie le Catkowite oraz me Nan{0}. Dals
cze$é konstrukcji jest podobna do konstrukcji zbioru liczb catkowitych. Definiuje si
mianowicie relacje Q < (Catkowite X Nat)* w spos6b nastepujacy:

O =aer {<<h, mp>, <ly, mp>> | [y ¥*my=1h* my}

O jest relacja réwnowaznoéci na CatkowitexNat. Zbiér liczb wymiernych jest okresl
ny jako zbiér ilorazowy (CafkowitexNat)/Q, czyli

Wymierne = (CatkowitexNat)/Q

Definicja zbioru liczb rzeczywistych jest bardziej ztozona i dlatego jest tu pomijana. ‘

4.3. Wielozbiory

Uogélnieniem pojgcia zbioru jest pojecie wielozbioru. Zbior jest okreslony jako k
lekcja dobrze wyréznionych obiektéw — elementéw zbioru. Czasem nie ma potrze
jednoznacznego rozrézniania pomiedzy elementami zbioru. Tak jest wtedy, gdy el
mentami zbioru jest wiele kopii tego samego rodzaju obiektow. Jezeli na przykk
rozwaza si¢ zbiér, ktérego elementami sa rézne owoce — jabtka, gruszki, $liwki,
moze nas interesowaé tylko liczba poszezegdlnych rodzajéw owocéw, bez rozrézni
nia konkretnych owocéw.

Definicja 4.1

Jezeli 4 jest dowolnym zbiorem, to wielozbiorem (albo multizbiorem) W nad zbio=
rem A jest para

W=def <Asf>
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gdzie [ jest funkcjq licznosci wielozbioru. Funkcja f jest dowolng, catkowicie
okre$lona na 4, o warto§ciach w zbiorze liczb naturalnych, czyli jest funkcjq o syg-
naturze f: A — Nat oraz dziedzinie dom( f) = A.

jezeli a4, to f(a) jest liczba elementéw a w danym wielozbiorze W, Wielozbior w
jest pusty, gdy f(a) = 0 dla kazdego ac 4.

Niech beda dane dwa wielozbiory nad zbiorem A:

W, = <A, f>oraz W, =<4, g>
17, jest podwielozbiorem W), co oznacza si¢ W, cW,, jezeli f(a) < g(a), dla kazdego
ue A.

Wielozbiory W) oraz W, sa identyczne, co pisze sie W, = W,, wtedy i tylko wtedy, gdy
W, c Wyoraz W, C W).

Na wielozbiorach definiuje sig operacje mnogosciowe sumy, przekroju i réznicy.
Suma wielozbioréw jest zdefiniowana nastepujaco:

Wiw Wy=<A4, h>
gdzie h jest funkcjq licznoéci, spetniajaca warunek

Ma)=f(a) + gla)
Przekroj wielozbioréw jest zdefiniowany nastepujaco:

Win Wy=<A4, h>

dla dowolnego ae 4

gdzie h jest funkcjg licznosci, spetniajaca warunek
h(a) = min(f(a), g(a))

Réznica wielozbioréw Jest zdefiniowana nastepujaco:
W\W,= <4, h>

dla dowolnego ae 4

gdzie h jest funkcja liczno$ci, spelniajaca warunek
h(a) = max(f(a) - g(a), 0) dla dowolnego ae 4

m r 0 . ’ . . . b .
i ’”’Of‘az max sq‘funkqaml, ktore wyliczajgq odpowiednio wieksza oraz mniejsza liczbe
Posréd dwéch liczb, ktére s jej argumentami.

Przykiad 4.1

N‘?Ch W) = </¥,f1> oraz W, = <A, f,>, gdzie A = {a, b, c, d, e} oraz funkcje licz- |
Nosci sg zdefiniowane nastepujaco:

Ji={<a, 4>, <b, 3>, <c, 2>, <d, 1>, <e, 0>}

fr={<a, 0>, <b, 1>, <c, 2>, <d, 3>, <e, 4>}
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wowczas
Wl U WZ = <A, {<a’ 4>: <b7 4>’ <c, 4>9 <d: 4>9 <e1 4>}>
W, W, =<4, {<a, 0>, <b, 1>, <c, 2>, <d, 1>, <e, 0>}>
| W\ =<4, {<a, 4>, <b, 2>, <¢, 0>, <d, 0>, <e, 0>}>
Uwaga :
Czesto, gdy rozwaza sie rodzing wielozbioréw W; = <4, f;>, dla i€ I, nad ustalonys
zbiorem A, przyjmuje sig uproszczona notacjg — wielozbiér W; utozsamia sig z
kcja licznosci f;. Wtedy, zamiast pisaé na przykiad W)U W, pisze si¢ fi U fo.

4.4. Zbiory rozmyte

Zbiory rozmyte sa uogoélnieniem zbioréw, ktérym mozna sig postugiwaé w sytuacjag
okreslonych nieprecyzyjnie lub niejednoznacznie. Takie sytuacje wystepuja na prz
ktad wtedy, gdy méwi sig wysoki mezczyzna, duze miasto lub drogi samochdd. G
moéwi sie o kims, Ze jest wysokim mezczyzna, wyraza si¢ przekonanie o stopniu prz
naleznos$ci danego mezczyzny do zbioru wysokich mezczyzn.

Definicja 4.2
Jezeli A jest dowolnym zbiorem, to zbiorem rozmytym Z nad zbiorem A jest para

Z =4er <4, 4>

gdzie u jest funkcjq przynaleznosci do zbioru rozmytego. Funkcja u jest dowol
funkcja catkowicie okre$lona na A, o wartoéciach w zbiorze liczb rzeczywisty
z przedziatu [0, 1], czyli funkcja o sygnaturze i : A — [0, 1] oraz dom(f) = A.

Jezeli ae 4, to u(a) okresla stopien przynaleznosci elementu a do danego zbioru ro
mytego. Dla ae 4 warto§¢é funkcji u(a) = 0 oznacza brak przynaleznosci, #(a)=10
nacza pelng przynalezno$é, 0 < u(a) < 1 oznacza za$§ czeSciowa przynalezno$é el
mentu a do zbioru rozmytego.

Zbiér rozmyty Z jest pusty, gdy #(a) = 0 dla kazdego ae 4.

Przyklad 4.2
|

Przyjmujac, ze za wysokich mezczyzn mozna uwazaé tych, ktérzy maja co na
mniej 170 cm wzrostu, rozmyty zbiér wysokich mezczyzn WysocyMezczyzni mo?
na zdefiniowa¢ nastepujaco:

WysocyMezczyzni = <Wzrost, Uymros™
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gdzie
Wzrost = {xe Rzeczywiste | x 2 100}

0 dla x<170
LoD ={E*(x=170)  dla 1705 x<185

1
1 dla x>185
L |

Niech beda dane dwa zbiory rozmyte Z;= <4, y>dlai=1, 2.

7, jest podzbiorem Z,, co oznacza sig Z) C Z,, jezeli py(a) < tu(a), dla kazdego ac 4.

Zbiory rozmyte Z, oraz Z, s3 identyczne, co pisze si¢ Z; = Z,, wtedy i tylko wtedy, gdy
W, c Wy oraz W, C W).

Operacje mnogoS$ciowe na zbiorach rozmytych sg definiowane nastepujaco:
Suma zbioréw rozmytych

v Zy=<A4, u>
gdzie 4 jest funkcja przynaleznosci, spelniajaca warunek

H(a) = max(u(a), a(a))

Przekréj zbioréw rozmytych

dla dowolnego ae 4

LinZy=<4, u>
gdzie u jest funkcja przynaleznosci, spelniajaca warunek:
1(a) = min(u\(a), tx(a))
Roznica zbioréw rozmytych

O\Zy = <A, u>

dla dowolnego ae 4

8dzie y jest funkcja przynaleznosci, spetniajaca warunek:

H(a) = max(u\(a) — ta(a), 0) dla dowolnego ae 4

Fr2yklad 4.3

Zbiory rozmyte mozna przedstawi¢ graficznie za pomoca odpowiadajacych i
Wykreséw funkcji przynaleznosci. Na pierwszym z rysunkéw przedstawiono wy-
kr-esy funkcji przynalezno$ci dwéch zbioréw rozmytych nad zbiorem liczb rzeczy-
Wistych — linia ciagla (zbi6r pierwszy) i przerywana (zbi6r drugi), a na nastepnych
= wykresy funkcji przynaleznosci ich sumy i przekroju.
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/-\ . . ’ . 4 O 7
e \ \\ / N Funkgje przynaleznosci dwoch zbioréw
E’ ~—"~_ - rozmytych — linia ciagla i linia przerywana
/-\ LT
L < < . M,
N - Funkcja przynalezno$ci sumy

N dwéch zbiord tych
. / N, dwéch zbioréw rozmytyc

Funkcja przynaleznoéci przekroju
rdwéch zbiordw rozmytych

| Rys. 4.1. Graficzna ilustracja operacji na zbiorach rozmytych
Uwaga
Badania nad zbiorami rozmytymi zainicjowat swoimi pracami Lofti Zadeh w pol
wie lat sze$édziesigtych ubieglego wieku. Podane wyzej definicje zawieran
i rownoéci zbioréw rozmytych oraz operacje mnogo§ciowe sa tymi, ktore spoty.
si¢ najczesciej. W literaturze istnieje rozmaito$é innych definicji tych pojeé: [Ka
przyk 1986], [Rutkowska, Pilifiski, Rutkowski 1997].

Z poréwnania podanych okre$len zbioréw rozmytych z wczesniejszymi okreslenia
dla wielozbioréw wynika, ze z obliczeniowego punktu widzenia réznice sa mato ist
ne. Istotne sa natomiast roéznice interpretacyjne, gdyz funkcja licznosci dla dane
elementu ae A okreéla liczbe kopii samego elementu w wielozbiorze, podczas g
funkcja przynaleznoéci okresla stopien przynaleznosci tego elementu do zbioru ro
mytego.

4.5. Zbiory przyblizone

Pojecie zbiorow przyblizonych wywodzi sig z zagadnienia klasyfikacji.

Niech U bedzie dowolnym zbiorem uniwersum oraz niech R ¢ U” bedzie pewna relac
rownowaznosci okrelona na U. Relacja rdwnowaznoéci wyznacza podziat zbioru U
klasy abstrakcji. Przypomnijmy: dwie klasy abstrakcji sa identyczne albo roziaczn
a suma mnogos$ciowa wszystkich klas abstrakcji jest rbwna zbiorowi U. Zbior wszy
stkich klas abstrakcji, oznaczany U/R, jest nazywany zbiorem ilorazowym zbioru U.
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Nicch bedzie dany pewien podzbiér X ¢ U. Podzbidr X jest oczywiscie okreslony

rscz sWwoje elementy, ale mozna go tez scharakteryzowaé tylko poprzez elementy
Jbioru ilorazowego U/R. Charakteryzacja polega na wprowadzeniu dwéch podzbioréw
ot anowiacych dolne i gérne przyblizenie zbioru X.

Dolnym przyblizeniem zbioru X wzgledem relacji R, oznaczanym RX, jest zbi6r zde-
finiowany nastepujaco:

ry=J¥eUR|Y c X}

Gornym przyblizeniem zbioru X wzgledem relacji R, oznaczanym EX, jest zbidr zde-
finiowany nastgpujaco:

RX =\ J{¥eU/R|Y n X =)
7 definicji wynika, ze RX c X RX.
Definicja 4.3

Zbiér X nazywa sig¢ zbiorem przyblizonym wzgledem relacji R, gdy RX # RX,
W przeciwnym przypadku, gdy RX'=RX, zbiér X nazywa sie zbiorem doktadnym
wzgledem R.

Przyklad 4.4

[lustracjq wprowadzonych pojeé jest rysunek 4.2. !

1 2 3 45 6 7

Rys. 4.2. Graficzna ilustracja
zbioru przyblizonego

Zbiorem U Jest prostokatny obszar na ptaszczyznie XY, podzielony na mniejsze
Prostokaty — kratki sa jednoznacznie identyfikowane przéz numery wierszy i ko-
Zutinn Kfatki te sa elementami pewnego zbioru ilorazowego dzielacego zbiér U.

10r X jest zaznaczony pogrubiona linia. Jego dolnym przyblizeniem RX jest ob-
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szar zaznaczony trzema mocniej zacieniowanymi kratkami, a gérnym jego przybli
zeniem RX jest obszar zaznaczony wszystkimi zacieniowanymi kratkami.

RX = {<b, 2>, <b, 3>, <b, 4>}
RX = {<a, 1>, <a, 2>, <a, 3>, <a, 4>, <a, 5>,
<b, 1>, <b, 2>, <b, 3>, <b, 4> <b, 5>,

I <c, 1>, <c, 2>, <¢, 3>, <c, 4> <c, 5>}

W praktycznych zastosowaniach liczno$ci elementéw zbiorow RX oraz RX daja po
stawe do liczbowej oceny dokladnos$ci przyblizenia zbioru X. Jezeli zbiory RX or.
RX sa skonczone, to tak zwana miara doktadnosci przyblizenia zbioru X jest okr
§lana jako

oR(X) = card(RX) / card( RX )

Oczywiscie 0 € or(X) < 1.

Uwaga
Zbiory przyblizone zostaly wprowadzone przez Zdzistawa Pawlaka (1926-200
w polowie lat osiemdziesiatych ubiegltego wieku. Znalazty one powszechne zast
sowanie w informatyce, miedzy innymi w analizie danych, przyblizone;j klasyfik
cji i przetwarzaniu obrazéw [Pawlak 1991].

Cwiczenia

—

. Niech X, Y, Z beda wielozbiorami. Pokazaé, ze jezeliX € Yoraz Y c Z,to X C Z.

[\

. Niech W = <U, F> bedzie wielozbiorem nad zbiorem U, gdzie funkcja licznosci
jest zdefiniowana nastepujaco: F(x) = n dla kazdego xe U. Jezeli 4 jest podwiel
zbiorem wielozbioru W, to przez A’ oznaczamy operacj¢ dopetnienia wielozbioru
ktéra definiujemy jako: A" =4r W\ A. Sprawdzié, czy zachodza prawa de Morgana:

MAnNB)y’=4"UFB
AuUuBY=4"NnB

3. Niech X, Y, Z beda zbiorami rozmytymi. Pokazaé, ze jezeli X < Y oraz Y < Z, t
XcZ

4. Niech Z = <U, u> bedzie zbiorem rozmytym, gdzie funkcja przynaleznosci y jes
zdefiniowana nastepujaco: £(x) = 1 dla kazdego xe U. Jezeli A jest podzbiorem roz-
mytym zbioru Z, to przez 4A' oznaczamy operacje dopehnienia zbioru 4, ktéra defi-
niujemy jako: 4" =4.r Z\ A. Sprawdzi¢, czy zachodza prawa de Morgana:

A
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ANB)'=4UB
(AUBY=4A"'NnB

“Niech dany bedzie zbiér Osoba = Nazwisko xWiek x Zarobek, gdzie Nazwisko jest

sbiorem nazwisk, Wiek = Nat, Zarobek = Nat, oraz niech beda dane dwie relacje
rownowaznosci: relacja W na zbiorze Wiek i relacja Z na zbiorze Zarobek. Uzasad-
ni¢, ze rodzina zbioréw {b,, c Osoba | we Wiek, ze Zarobek}, zdefiniowanych na-
stepujaco: by, =gt {<01, wi, z1>€ Osoba | wi& [W]wiex A 21€ [Z] zar00er}, dla we Wik
oraz z€ Zarobek, stanowi partycjg na zbiorze Osoba, czyli wyznacza pewna relacje
rownowaznosci Ry,z na tym zbiorze. Podaé przyklady relacji W ¢ Wiek i Z < Zaro-

bek. Poda¢ dolne i gérne ograniczenia dla przyktadowego podzbioru B < Osobg
wzgledem relacji Ry z.



5. Rownolicznosé zbiorow, liczby kardynalne

5.1. Zbiory przeliczalne
Pojecie funkcji pozwala na poréwnywanie licznosci zbioréw.

Definicja 5.1

Dwa zbiory 4 i B sa réwnoliczne, co notujemy w postaci 4 ~ B, wtedy i tylko wt
dy, gdy istnieje wzajemnie jednoznaczna funkcja (bijekcja)

f:A—B

O zbiorach réwnolicznych méwi sig tez, ze sa zbiorami o tej samej mocy.

Latwo zauwazyé, ze zwiazek réwnoliczno$ci ma oczywiste wlasnosci:
o A~A,
e jezeli A~B,to B~A4,
e jezeliA~BiB~C,t0A~C.

Uwaga

Zwiazek réwnolicznoéci ma wiasnosci relacji rownowazno$ci. Nie méwi sig jedn
o relacji réwnolicznoéci, gdyz wymagatoby to okreslenia zbioru, na ktérym relag
ta jest okre$lona. W tym przypadku dziedzina ta powinien byé zbior, ktorego el
mentami sa wszystkie mozliwe zbiory. Okres$lenie tego, czym jest zbior wszystki
zbioréw, stwarza jednak problemy interpretacyjne. Wprowadzenie pojgcia zbiol
wszystkich zbior6w nasuwa pytanie: skoro zbior wszystkich zbioréw jest zbior
to czy nie powinien by¢ swoim elementem? Préba odpowiedzi na takie pytani
prowadzi do paradoksu Russella. Pojecie zbioru wszystkich zbioréw jest zate
wewnetrznie sprzeczne. '

Dla zbioréw nieskoriczonych zachodzi charakterystyczna wilasno$é, polegajaca
tym, ze caly zbiér jest réwnoliczny z pewnym swoim podzbiorem wiaéciwym. T
wlasno$¢ jest podstawa formalnej definicji zbioréw nieskonficzonych. Zbidr jest nié

skorczony wtedy i tylko wtedy, gdy ma podzbiér wlaéciwy, ktory jest z nim réwnoli
czny.
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Skoﬁczonoéé zbioru 4 oznacza, Ze istnieje ne Nat takie, ze |4| ~ n.

7apis A ~ n wymaga komentarza. Nalezy przypomnieé, ze liczby naturalne zdefinio-
wano W podrozdziale 4.2. jako najmniejszy zbiér induktywny. Symbol 7 jest zatem
11azwa zbioru reprezentujacego liczbg naturalng, co wyjasnia sensowno$¢ zapisu 4 ~ n,
w twierdzeniu 5.1 symbol liczby naturalnej n wystgpuje w roli zbioru.

Twicrdzenie 5.1

1. Dla dowolnej liczby ne Nat nie istnieje funkcja ré6znowartosciowa z n U {n}
w n.

2.Dla n, me Nat, jeslim ~n,tom=n.

3, Zadna liczba naturalna nie jest réwnoliczna z Nat, a zatem Nat jest nieskon-
czony.

Dowéd twierdzenia mozna znalezé na przyktad w ksiazce [Tiuryn 2003].

W tym przypadku méwimy, ze 4 ma n elementéw i oznaczamy to, piszac card(A).
T'akie oznaczenie byto wprowadzone juz wczesniej w rozdziale 2.

Przyklad 5.1
r

a) Zbior liczb parzystych Parzyste jest réwnoliczny ze zbiorem liczb naturaln;ﬁl|
Nat. Wystarczy zauwazyc¢, ze funkcja f: Nat — Parzyste, ktéra wzajemnie jed-
noznacznie odwzorowuje zbiér Nat w zbior Parzyste, jest zdefiniowana wzo-
rem

f(n)=2*n
w ktorym: ne Nat, a 2*ne Parzyste.
b) Podobnie réwnoliczne sa zbiory Parzyste i Nieparzyste.

¢) Zbiér liczb rzeczywistych odcinka [a, b, gdzie a < b, jest réwnoliczny ze zbiorem
liczb rzeczywistych odcinka [0, 1]. Odpowiednig bijekcja jest tu f: [a, b] — [0, 11,
zdefiniowana wzorem

J@)=k-a)(b-a)

d) Zbidr liczb rzeczywistych jest réwnoliczny z podzbiorem liczb rzeczywistych
odcinka otwartego (-2, 7#72). Wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie repre-
|\zentuje tu funkcja tangens. |

Definicja 5.2

Kazdy zbi6r skoriczony lub réwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych nazywa sie
zbiorem przeliczalnym. Zbi6r nieskoficzony, ktéry nie jest réwnoliczny ze zbiorem
liczb naturalnych, nazywa si¢ zbiorem nieprzeliczalnym.
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5.2. Zbiory nieprzeliczalne

Twierdzenie 5.2

Zbior potggowy zbioru liczb naturalnych nie jest réwnoliczny ze zbiorem liczb n
turalnych, czyli jest zbiorem nieprzeliczalnym. Oznacza to, Ze nie istnieje wzajem
nie jednoznaczna funkcja f: Nat — 2.

Dowoéd
Dowdd pochodzi od Cantora i jest oparty na tzw. metodzie przekqtniowej. Jeze
zbioér potggowy bytby réwnoliczny zbiorowi liczb naturalnych, to wszystkie po
zbiory zbioru liczb naturalnych datoby si¢ ustawié w ciagi Z,, Z,, Zs, ... w jede
ciag. Kazdy z tych zbioréw zawiera pewne liczby naturalne. Mozna to przedstawi
w postaci tablicy, ktérej przyktadowa postaé jest podana ponizej. Zbiér Z; w tej ta
blicy nie zawiera liczb 0, 1, 2, 3 itd.; zbiér Z, zawiera 0, 1, nie zawiera 2, 3 itd.

0 1 2 i3

Z; [Inie |nie |nie |nie

Z, |tak {tak [nie |nie

Z3y |nie |tak [nie [nie

Z, |tak |tak [nie Jtak
Zs

Definiuje sig teraz nowy zbiér Z' w taki sposdb, aby byt on rézny od kazdego ze zbi
16w Z,, Z,, ... Poruszajac si¢ wzdhuz przekatnej tabeli od gérnego lewego pola, de
niuje si¢ w sposéb nastepujacy przynaleznosé kolejnej liczby naturalnej do zbioru
kazde stowo ,,nie” zastgpuje si¢ stowem ,tak”, a kazde stowo ,,tak” zastepuje sie sk
wem ,,nie”. Jezeli po takim zastapieniu na przekatnej w kolumnie & znajduje si
»Ni€”, o0znacza to, ze ke Z', a jezeli znajduje sie , tak”, oznacza to, ze ke Z'.

W rozpatrywanym przyktadzie otrzymuje sie mianowicie:

0 1 2 3

Z, |tak [Inie |nie [nie

Z, |tak {nie |nie [nie

Zy |nie tak Jtak Inie

Zs; |tak [tak [nie [nie

Zs
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7bioér Z', zdefiniowany przez tak okreslong przekatna, zawiera 0, nie zawiera 1
sawiera 2 itd.

Tak zdefiniowany zbiér Z' jest rézny od kazdego ze zbioréw Z,, Z,, ..., zatem Z' jest
zbiorem, ktory nie daje sig zestawi¢ w ciag wszystkich podzbioréw zbioru liczb na-
turalnych. Poniewaz rodzina podzbioréw 2™ jest nieskoficzona i nie jest row-
noliczna ze zbiorem liczb naturalnych, jest wigc zbiorem nieprzeliczalnym. u

Twierdzenie pokazuje, Ze istniejg co najmniej dwa rodzaje nieskoficzonosci. Pierwszy
reprezentuje nieskonczono$¢ liczb naturalnych i nazywa sig nieskoriczonoscia przeli-
czalna. Pozostate rodzaje nieskoriczono$ci nazywa sie nieskoniczonoéciami nieprzeli-
czalnymi. Drugi rozpatrywany tu rodzaj nieskoficzonosci, reprezentujacy wszystkie
podzbiory liczb naturalnych, reprezentuje rodzaj nieprzeliczalnosci zwany continyum.

Na konstrukcji podobnej do prezentowanej w poprzednim dowodzie opiera sie dowéd
twierdzenia 5.3.
Twicrdzenie 5.3

Przeliczalna suma mnogosciowa zbioréw przeliczalnych jest zbiorem przeliczal-
nym.
Dowéd

Niech Zj, Z,, ... bedzie ciagiem zbioréw przeliczalnych. Niech Z; =4 {z;1, 2, ... }
dlai=1, 2, ... Elementy tych zbior6w mozna ustawié w tabele:

Z Zn _Z /7213 ,?1:1 /

174 Iy Z 7
Z, ZZII ﬂz 23 4

Z3 ZJI\VZ}/ zﬂ 234

Zy  |zas Az |23 |zas
%
Zs .

Wszystkie te elementy, nie pomijajac zadnego, mozna ustawié w jeden wspélny
Clag w sposob, kiory okreslaja strzatki. Ciag ten zawiera wszystkie elementy wszy-
stkich ciagéw Zj, Z, ... i jest oczywiscie réwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych,
co dowodzi tezy twierdzenia. -
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Podzbiér zbioru przeliczalnego jest zbiorem przeliczalnym.
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Przykladowym, waznym zbiorem nieprzeliczalnym jest zbior liczb rzeczywistych
Wynika to z nastepujacego twierdzenia: :

Twierdzenie 5.5

Dowod

Niech 4 bedzie zbiorem przeliczalnym oraz B < 4. Jezeli4 =B lub B jest zbiore
skonczonym, to oczywiscie B jest zbiorem przeliczalnym. Niech B bedzie zbiore
nieskoficzonym, réznym od A. Poniewaz A4 jest zbiorem przeliczalnym, istniej
wzajemnie jednoznaczna funkcja f: Nat — A. Nalezy pokazad, ze istnicje wzaje
nie jednoznaczna funkcja g : Nat — B. Funkcjg t¢ mozna zdefiniowaé rekursywni

na podstawie funkcji f; w spos6b nastepujacy: '

o g(0) = f(k1), gdzie k, jest najmniejsza liczba naturalna, taka ze f(k))e B,
e g(n) = f(k,), gdzie k, jest najmniejsza liczba naturalng, taka ze kp1< k, ora:
f(k,)eB.

Funkcja g jest réznowartoéciowa i przeksztalca Nat na B. Zbi6r B jest zatem row
noliczny ze zbiorem liczb naturalnych, a wigc jest zbiorem przeliczalnym.

Zbiér liczb rzeczywistych z odcinka [0, 1] jest zbiorem nieprzeliczalnym.

Wystarczy pokazaé, Ze nie istnieje funkcja f: Nat — [0, 1], ktéra jest bijekcja,
znaczy dom(f) = Nat oraz ran(f) = [0, 1]. Funkcj¢ fmozna przedstawi¢ w posta
ciagu — zbioru par:

{<0, f(0)>, <1, f(1)>, <0, f(2)>, ... }

Dalej ciag ten bedzie zapisywany w uproszczonej postaci:

f0), 1), f2), ... S(), ...
gdzie wyrazy ciagu f(n) sa liczbami z przedziatu [0, 1].

Pokazemy, ze dla dowolnie wybranego ciagu f istnieje liczba ce [0, 1], kt6ra ni
nalezy do tego ciagu.

Oznaczmy przez [a,, b,] < [0, 1], dla ne Nat, ciag przedzialéw z odcinka [0, 1
Ciag tych przedzialéw jest zdefiniowany nastepujaco:

Niech [ag, bo] = [0, 1]. Podzielmy ten odcinek na trzy podprzedziaty: [0, 1/3], [1/
2/3], [2/3, 1] i wybierzmy z nich ten podprzedziat, do ktérego nie nalezy wyraz f(0)
Wybrany podprzedzial oznaczmy przez [a;, b;]. Podobnie postepujac z przedzialte
[a1, b1], wyznaczymy przedzial [a,, b,], do ktérego nie nalezy wyraz f(1) itd.

Na mocy konstrukcji wyznaczony ciag podprzedziatéow [a,, b,], dla ne Nat, ma na=
stepujace wlasnosci:
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f(}’l—l)é [(l,,, bn],
by —a,=1/3"
0 < ay < Qv < bu+| < b,, <1

Ciagi liczbowe {a,}senar OTaZ {b,}.ena 53 monotoniczne i ograniczone. Sg one
zbiezne do tej samej granicy ce [0, 1], gdyz lim, (b, —a,)=0. Liczba ¢ nalezy
do kazdego z przedzialow [a,, b,], a wigc jest rézna od kazdego wyrazu f(n), czyli
nie nalezy do ciagu wyznaczonego przez funkcjg f, z czego wynika teza.

Zauwazmy, ze podzial danego odcinka na dwa podprzedzialy domkniete, np.
[0, 2], [1/2, 1] itd., nie pozwolilby na zastosowanie opisanego postepowania dla
przypadkéw, gdy ciag f(0), f(1), fQ2), ..., f(n), ... bylby zbiezny do 1/2, dla do-
wolnego ke Nat. Mozliwe natomiast byloby przeprowadzenie tego postgpowania
przy zalozeniu podzialu danego odcinka na dowolna, wigksza niz 3, liczbe pod-
przedzialow. ]

Twierdzenie 5.6

Zbior liczb rzeczywistych z odcinka otwartego (0, 1) jest réwnoliczny zbiorowi
punktéw wnetrzna kwadratu o boku dtugosei 1.

Szkic dowodu

Kazdy punkt kwadratu mozna okresli¢ parg liczb <x, y>, stanowiacych wspétrzed-
ne punktu. Przy zalozeniu, ze bok kwadratu ma dhugo$¢ jeden, liczby te mozna za-
pisa¢ w postaci nieskonczonych utamkéw dziesietnych w postaci:

x=0,00.. ..

y= O, ﬂ]ﬂz ,B,,
gdzie o, B, (dlan=1,2,..)sacyframi 0, 1, ..., 9.

Parze liczb <x, y> przyporzadkowujemy liczbg z na odcinku (0, 1), réwniez repre-
zentowang nieskonczonym ulamkiem dziesigtnym o postaci

z= 0, alﬁlazﬂz (Z,,ﬂ,,

Jest oczywiste, ze przy takim przyporzadkowaniu réznym punktom kwadratu od-
powiadaja rézne punkty odcinka. Wynika stad, Ze zbiér punktéw wnetrza kwadratu
0 boku jednostkowym jest réwnoliczny z pewnym podzbiorem odcinka o dlugosci
jeden. Moc zbioru punktéw kwadratu jest zatem nie wieksza od mocy zbioru punk-
téw odcinka.

Z drugiej strony zbiér punktéw odcinka jest podzbiorem punktéw kwadratu, Moc
zbioru punktéw odcinka jest zatem nie wieksza od mocy zbioru punktéw kwadratu,
z czego wynika, ze obie moce sa rowne. =
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5.3. Liczby kardynalne

Pojecie réwnolicznosci zbioréw jest bardzo wazne. Jest ono migdzy innymi punkte
- wyjécia do wspélczesnej definicji liczby. Réwnolicznosé wprowadza pewna klasy.
. fikacjg zbioréw. Zbiory tego samego rodzaju sa réwnoliczne. Rodzaje te nazywa si
liczbami kardynalnymi. Takim rodzajem jest na przyklad rodzina zbioréw czteroele
mentowych. Liczby naturalne sa odpowiednikiem liczb kardynalnych dla zbioré
skoficzonych. Liczba kardynalng zbioru wszystkich liczb naturalnych jest X, (al
zero), a liczba kardynalng rodziny wszystkich podzbioréw zbioru liczb naturalnye
jest ¢ (continuum). Inaczej: liczba kardynalna jest pewna cecha zbioru.

Liczbg kardynalna zbioru 4, czyli rodzaj zbioréw, do ktérego nalezy zbiér 4, bedzi
my oznaczaé przez |4|. Liczby kardynalnej nie nalezy utozsamiaé z pojeciem liczb
W szczeg6lnosci, w przypadku zbioru skoficzonego 4, jego liczba kardynalna |4] je
czym innym niz liczba elementéw tego zbioru card(A).

Liczby kardynalne mozna ze soba porownywaé. Niech |4| = cxoraz |B] = B.

Przyjmujemy, ze liczba kardynalna «jest nie wigksza niz liczba kardynalna B, co pi
szemy o< fB, jezeli zbi6r 4 jest réwnoliczny z podzbiorem zbioru B.

Jezeli o< foraz a# B, to méwimy, ze liczba kardynalna o jest mniejsza niz liczb
kardynalna f3, co piszemy o< f.

Z wczesniejszych rozwazan wynika wige, ze Xg<c .

Poréwnywanie liczb kardynalnych ma wlasnosé zwrotnosci, to Znaczy
oo

1 przechodnioéci, to znaczy
jezeli @< ff oraz <% to a<y

Wazny zwiazek pomiedzy liczbami kardynalnymi wyraza podane nizej twierdzeni
Cantora~Bernsteina.

Twierdzenic 5.7
Dla dowolnych liczb kardynalnych o, 5:
jezeli «< B oraz B< ¢, to o= .
Dowod twierdzenia mozna znalezé na przyktad w pracy [Rasiowa 1998].
Uogdlnieniem twierdzenia 5.3 jest twierdzenie Cantora.
Twierdzenie 5.8

Dla dowolnego zbioru 4: |4 | < |27 ].
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powod
Twierdzenic oznacza, Ze nie istnieje wzajemnie jednoznaczna funkcja odwzo-
rowujaca zbidr A w zbiér potegowy 2°. Zatéimy, ze f: A — 27 jest funkcja na 2.
Niech

4o = {ac 4| a¢ f(a)}

Poniewaz f jest funkcja na 24, to istnieje age 4 taki, ze f(ao) = Ao, tak wiec age 4,
wtedy i tylko wtedy, gdy ape f(ag). :

Innymi stowy: age 4y wtedy i tylko wtedy, gdy ag A4,.

Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, Ze nie istnieje wzajemnie jednoznaczna funkcja
0 o1 1y A
odwzorowujaca zbiér 4 w zbidr potegowy 2. u

Cwiczenia
1. Pokaza¢ réwnoliczno$¢ zbioru liczb naturalnych i zbioru liczb pierwszych.

2. Pokazaé réwnolicznoéé zbioréow:

a) odcinek otwarty (0, 1) < Rzeczywiste,
b) odcinek pototwarty [0, 1) < Rzeczywiste,
c) okreg na plaszczyZnie o $rodku (0, 0) i promieniu 1.

3. Pokazac¢, ze zbiér potggowy zbioru 4 jest réwnoliczny ze zbiorem funkeji okreslo-
nychna 4 i o warto§ciach w zbiorze {0, 1}, czyli ze zbiorem {f|f: 4 — {0, 1}}.

4. Ile jest rosnacych ciagdéw liczb wymiernych zbieznych do 17

5. lle jest relacji rownowaznosci na zbiorze liczb naturalnych takich, ze wszystkie ich
klasy abstrakcji sa skoniczone?

6. Udowodnié, ze kazdy zbi6r roztacznych odcinkéw na prostej jest przeliczalny. Po-
kazag, ze istnieje nieprzeliczalny zbiér roztacznych odcinkéw na plaszczyznie.

7. Udowodnié, ze jezeli A nie jest zbiorem przeliczalnym i B jest zbiorem przeliczal-
nym, to A/B nie jest zbiorem przeliczalnym.

8. Udowodni¢, ze produkt kartezjanski dwoch zbioréw przeliczalnych jest zbiorem
przeliczalnym.

9. Udowodnié, ze zbiér liczb wymiernych jest przeliczalny.
10. Udowodnié, ze zbior liczb niewymiernych jest nieprzeliczalny.
1. Udowodnié, ze kazdy zbidr nieskoriczony zawiera pewien podzbiér przeliczalny.

- Udowodnié, ze rodzina wszystkich skonczonych podzbioréw zbioru przeliczal-
nego jest przeliczalna.
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13. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb kardynalnych ¢, B, % zachodza zwiazki:
a) o< o,
b) jezeli @< Boraz f< yto a< .
14. Czy istnieje relacja réwnowaznosci R Rzeczywiste®, ktérej kazda klasa abstrake
jest mocy R oraz:
a) zbior ilorazowy Rzeczywiste/R jest mocy Ro?
b) zbidr ilorazowy Rzeczywiste/R jest mocy €?
15. Ktore z ponizszych zdan jest prawdziwe?
a) Jesli f: 4 — B jest réznowarto$ciowa oraz nie jest na B, to |4] < |B].
b) Jesli }d| < |Bj oraz C# &, to |4 x C| <|B X C].

6. Zbiory 1 funkcje obliczalne

6.1. Zbiory obliczalne i rekurencyjne

7 wykonywaniem obliczen za pomoca komputerdw wiaze si¢ pojecie algorytmu.
Obliczeniami na komputerach rzadza $ciste reguty, niekiedy méwi sie nawet o re-
gufach mechanicznych, majac na mysli to, ze obliczenie mozna widzieé Jjako skon-
czonej dlugoscei ciag czynnosci, z ktérych kazda jest jednoznacznie zdefiniowana
i — dodatkowo — jest realizowalna za pomocy $cisle zdefiniowanych $rodkéw. Do
rozwigzania niektorych probleméw, na przykiad zadania obliczenia najwigkszego
wspdlnego podzielnika dwéch liczb, mozna wyobrazi¢ sobie istnienie pewnego
algorytmu. Trudno natomiast wyobrazi¢ sobie istnienie algorytmu do przepowiada-
nia wyniku rzutu moneta.

Okreslone tak intuicyjnie pojecie algorytmu jest nieformalne, co utrudnia lub nawet
uniemozliwia jego wykorzystanie w $cistych rozwazaniach. Proby $cistego zdefinio-
wania pojecia algorytmu’ podjeto w pierwszej polowie ubieglego stulecia. Ich rezulta-
lcm bylo powstanie kilku — jak sig¢ pézniej okazato — rownowaznych definicji algo-
rytmu,

Niektére z tych podejéé wigzaly sig z ograniczeniem czynnosci wykonywanych w ra-
mach algorytmu do manipulacji na symbolach. Oznacza to, ze wykonywanie czynnos-
¢i polega na tworzeniu pewnych ciagéw symboli (napiséw) na podstawie innych cia-
26w symboli (napiséw). Przyktadem sa tu algorytmy normalne Markowa'®,

Inne podejscia byly oparte na wprowadzeniu pewnych ,,maszyn”, ktére bytyby zdolne
do samodzielnego wykonywania przetwarzania napiséw. Przykladem znanych modeli
algorytmu sa maszyny opracowane przez Turinga'' oraz Posta'?. Oba te modele, opra-
“Oware niezaleznie od siebie, sa podobne i wiaze sig z nimi hipoteza, nazywana hipo-
‘ezq Turinga—Posta Tub — czgsciej — hipotezq Turinga. Z tego wzgledu dalej przedsta-

—_—

9
Termin algorytm pochodzi od nazwiska arabskiego matematyka Abu Ja’far Muhammad ibn Musa
1 Al-K warizmi (okoto 780-850).

0
y Andriej A. Markow (ur. 1903), syn innego matematyka Andrieja A. Markowa (1856-1922).
N Alan M. Turing (1921-1954).

" Emil Post (1897-1954).
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wiono tylko maszyne Turinga, a zwiazana z nia, sformulowana w 1936 roku, hipotez
stwierdza [Arbib 1968]:

Nieformalne, intuicyjne pojecie algorytmu na ciqgach symboli jest tozsame ze Sci
lym pojeciem procedury, ktdrq moze wykona¢ maszyna Turinga.

Dla hipotezy tego rodzaju nie mozna nigdy podaé formalnego dowodu, poniewaz ta
dowéd wymaga zdefiniowania pojeé, ktore zawiera. Mozna ja tylko obali¢ przez p
danie przyktadu intuicyjnie rozwiazywalnego problemu, dla ktérego nie daje si¢ sko
struowaé odpowiedniej maszyny Turinga. Jak dotychczas, ilekro¢ bylo intuicyj
oczywiste, ze algorytm istnieje, tylekro¢ okazywalo sig mozliwe skonstruowanie
szyny Turinga wykonujacej §ciéle ten algorytm i nie ma przestanek, ktére wskazyw.
lyby na mozliwo$¢ zmiany tego stanu rzeczy.

Rozwiazanie pewnego problemu przez wyszukanie odpowiedniego algorytmu Spr
wadza sie zatem do zbudowania odpowiedniej maszyny Turinga. Maszyna Turin
jest tylko konstrukcja teoretyczna i nie stuzy do rozwiazywania zagadnien prakt
cznych. Do celéw praktycznych wystarczy przyja¢, ze maszyng Turinga mozna uto
samiaé z dowolnym komputerem, ktéry dysponuje nieograniczenie pojemna pamieci
Doktadny jej opis przedstawia si¢ nastgpujaco:

Maszyna Turinga jest okre§lona jako urzadzenie sktadajace sig z nieskoficzenie dlugi
ta$my, podzielonej na kratki, zwanej pamigciq maszyny, oraz urzadzenia sterujaceg
zwanego sterowaniem maszyny. W kazdej kratce taSmy moze by¢ zapisany jed
z symboli ustalonego, skoriczonego zbioru symboli A, nazywanego alfabetem m
szyny. Zaktada sig, ze alfabet zawiera symbol ,,pusty”: nic. Urzadzenie sterujace
krocej: maszyna — moze si¢ znajdowaé w jednym ze stanéw skonficzonego zbioru
Wyréznia sie pewien podzbior standw F < S, nazywanych stanami koncowy
W kazdym stanie urzadzenie sterujace moze ,.,obserwowac” (przez glowice czytajac
piszaca) jedna kratke tasmy 7. Gdyby kratki ta§my T mozna ponumerowaé liczba
calkowitymi, wtedy znajdujacy sie¢ w obserwowanej kratce o numerze ic Catkow
symbol a;€ A nazywalby sig symbolem obserwowanym.

Sterowanie
S;

] ]
1 ]
] a"n a"z afs ai4 ais '

Rys. 6.1. Maszyna Turinga

W danym momencie czasu maszyne charakteryzuje jej konfiguracja, na ktéra sklad
sig¢ stan pamieci, czyli aktualna zawarto$¢ tasmy, stan urzadzenia sterujacego ora
polozenie glowicy czytajaco-piszacej przy jednym z pdl tadmy.
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—

)Maszyna 10zpoczyna pracg W konfiguracji poczqtkowej, to jest takiej, w ktorej tasma 7'
ma ustalong poczatkowa zawartoéé. Aktualnym stanem urzadzenia sterujacego jest wy-
rozniony stan poczqtkowy, a glowica czytajaco-piszaca znajduje sie przy kratce tasmy T
wskazanej jako kratka poczatkowa. W danej konfiguracji takiej, w ktérej stan urzadzenia
slcrujacego jest stanem s, maszyna ,czyta” obserwowany symbol a, po czym:
e zmienia swoj stan s na nowy stan s'e S,
e zmienia obserwowany symbol a na a'e 4, w szczegblnodci moze to byé ten sam
symbol a lub symbol pusty,
* przesuwa swoja glowicg czytajaco-piszaca o jedna kratke w lewo albo w prawo
albo pozostawia ja w miejscu. ,

W ten spo§(’>b maszyna przechodzi do nowej konfiguracji i powtarza swoje dzialanie
wedtug opisanego schematu az do momentu, gdy osiagnie konfiguracje koricowq, to
jest taka, w kjtérej stan aktualny urzadzenia sterujacego okresla sie Jako stan koncowy.
Po osiagnigeiu konfiguracji koficowej maszyna zatrzymuje si¢ i nie wykonuje dal-
szych czynnosci.
Formalnie maszyng Turinga MT definiuje sig jako siodemke:

MT =<8, 4, 6, 4, p, 0, F>
gdzie:

S jest zbiorem stanéw,

A jest alfabetem,

0:SxA—>S jest funkcja przejsé pomigdzy stanami,

A:8%xA4— A4 jest funkcja wyjéé,

P :'S X4 — {-1,0, 1} jest funkcja przesuniecia glowicy,

S jest stanem poczatkowym,

F'< S jest podzbiorem stanéw koricowych.

Og).liczenie maszyny Turinga MT dla danej taSmy T mozna opisaé w postaci ciagu
tréjek:

<s0,a,.0,i0 >,<s,,a,.l s >y ey <8,,0; 6, >
gdzie:

Sk j‘est stanem urzadzenia sterujacego,

a;, Jest zawartoscig kratki obserwowanej przez glowice czytajaco-piszaca,

'x 0znacza kratke taSmy T, przy ktérej znajduje si¢ glowica czytajaco-piszaca.

n? 3 vee

P; he e
Stlerwsza"Frqjka < 50,4;,,i > jest elementem konfiguracji poczatkowej maszyny, a na-
&pne trojki sa okreslone nastepujaco:

sk+l = 5(sk:aik )
’
aik = ﬂ‘(shaik

Tk =i+ p(s;,a;,
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dla & € Nat. Pierwsza z funkcji okresla nowy stan, druga — nows zawartos¢ przeczytangj
ertki a trzecia — wskazuje na numer kolejnej kratki, do ktérej przesuwa sig glowica.

Ciag ten zawsze rozpoczyna si¢ w konfiguracji poczatkowej i ‘moi?‘byc? skonczon
1u«:g nieskonczony. Jezeli jest on ciagiem skonczonym, to ostatnia trojka jest elemen

tem konfiguracji koficowej, co oznacza, ze s,€ F.

Obliczenie maszyny rozpoczyna sig i koriczy pewnym ciagi;m Symbqli Z§p1§anych n
taémie. Symbole na tamie przed rozpoczgciem obliczen interpretuje si¢ jako dax}
algorﬁmu a symbole po wykonaniu obliczei maszyny interpretuje sig jako wyni
obliczen algorytmu.

Przyklad 6.1 . ' . .

[ Alfabet maszyny Turinga 4 = {0, 1, nic}. Zac}arpem maszyny Turmga;( jest st.w1§:
dzenie, czy liczba symboli 1 zapisana na taSmie, poczynajac od. wskazanej ni
pustej kratki az do pierwszej kratki po prawej stronie, ktora zawiera symbol, ni
jest parzysta czy nieparzysta. Wynik obliczen maszyny ma by¢ zapisany na tas'rm
w kratce sasiadujacej po prawej stronie z pierwsza kratka zawierajaca znalezio
symbol nic (kratka pusta).

—>
[of1]ifo]rjofr]o]o 0
A A
J ; ! QL N e
................. 3 " P ,' ] |. '- .
| Koatla - PKada e e R
; poczatkowa | . koficowa i ;
................................ .
! Ogranicznik | .-
i poszukiwaf i

Rys. 6.2. Przyktadowa zawarto$§¢ taSmy

Maszyne Turinga mozna w zwarty sposéb przedsta’wié za pomoca d1'agraril
przej$é pomiedzy stanami. Diagram ten jest grafem, ktorego \.merzcho_}kaml sq S :
ny maszyny. Luki reprezentujace przejécia pomigdzy stanami sa etykietowane nn
pisami postaci a / b, c. Pierwszy element a jest symbolem alfabetu maszyny, syi

bol * oznacza, ze moze to byé dowolny element. Drugi elemf:nt b jest ‘symbole :
ktéry maszyna wypisuje na tadmie, symbol _ oznacza, Ze napis w danej kratce Il;
ulega zmianie. Trzeci element ¢ moze przyjac¢ wartosci —1, O,'+ 1., CO oznacza prZi
suniecie glowicy maszyny odpowiednio w lewo, brak przesunigeia lub przesur}uicc
w prawo. Uko$nik rozdziela symbol wejsciowy od symboli, ktére rep’re.zentujq T

akcje maszyny w danej konfiguracji. £acznie etykieta a / b, ¢ na przejsciu ze stant
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i do stanu j oznacza, ze: jezeli w stanie i maszyna przeczyta w obserwowane;j krat-
ce symbol a, to zapisuje w tej kratce symbol b i przesuwa si¢ do nastepnej kratki
o ¢, po czym przechodzi do stanu j.

0/ ,+1
't *
nic/ ,+1 ><2/L 10,0 7\®
1/ _,+1
nic/ ,+1 */11,0

Rys. 6.3. Diagram przej$é pomiedzy stanami

Przedstawiony diagram wymaga uzupehienia o wskazanie stanu poczatkowe o —
y diag g p poczy| g
| stan 0 — oraz stanéw kornicowych - stany 4, 5. I

Maszyna Posta, a takze inne maszyny, na przyktad Rabina i Scotta, maszyny wie-
lotasmowe sg réwnowazne maszynie Turinga w tym sensie, ze jezeli dany problem
daje si¢ rozwiazaé przez zbudowanie Jakiejkolwiek z tych maszyn, to daje si¢ réwniez
rozwiaza¢ za pomoca pozostatych maszyn.

Przyjmujac maszyne Turinga za pojecie algorytmu, mozna sformutowaé wazne poje-
cia. Niech dany bedzie pewien zbi6r przeliczalny 4.

Zbior A4 jest rekurencyjny, jezeli istnieje algorytm rozstrzygania, czy dany element jest
€zy nie jest elementem A.

Z.biér A jest rekurencyjnie przeliczalny, jezeli istnieje algorytm, ktéry wylicza wszyst-
kie jego elementy.

Z definicji bezposrednio wynika, ze jezeli podzbiér liczb naturalnych jest rekuren-

tyjny, to jest rekurencyjnie przeliczalny, ale nie odwrotnie, gdyz okazuje sie, ze za-
¢hodzi twierdzenie:

TVvierdzenie 6.1

Istnieje rekurencyjnie przeliczalny zbiér liczb naturalnych, ktéry nie jest rekuren-
cyjny.

Dowed twierdzenia mozna znalezé na przykiad w ksiazce [Arbib 1968].
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6.2. Funkcje obliczalne i rekurencyjne

Pojecie funkcji obliczalnych wiaze sie z funkcjami okre§lonymi na zbiorze 1i‘czb nat
ralnych i o warto$ciach w zbiorze liczb naturalnych. Intuicyjnie, funkcje obliczalne ¢
takie funkcje, ktérych wartoéci dla dowolnych argumentéw mozna obliczy¢ na ko

puterze w skoficzonej liczbie krokéw. Formalnie funkcja jest obliczalna, gdy istnigj
algorytm jej obliczenia, inaczej — istnieje dla niej odpowiednia maszyna Turinga. Prg
by scharakteryzowania funkcji obliczalnych doprowadzity do wylonienia klasy funke
rekurencyjnych. Okazato sig, ze funkcje obliczalne sg funkcjami rekurencyjnymi. D
ktadniej wyraza to powszechnie akceptowana hipoteza Churcha, ktéra stwierdza, ze:

Kazda funkcja obliczalna w nieformalnym sensie jest rekurencyjna.

Definicja klasy funkcji rekurencyjnych opiera sig na zbiorze pewnych funkcji elemer
tarnych i zbiorze operacji, ktore pozwalaja na konstruowanie z funkcji elementarny;
nowych funkcji.
Zbidr funkcji elementarnych zawiera:

e funkcje nastepnika zdefiniowana wzorem Succ(x) =x + 1,

o funkcje tozsamosciowa I(x) = x,

e funkcje rzutowania p; (xi, ..., x,) = x, dlai=1, ..., n,

o funkcje zeroargumentowa — stalg 0.
Zbior operacji na funkcjach skiada si¢ z trzech operacji. Pierwsza jest — omowio
wczedniej — operacja sktadania funkcji, dwie pozostale operacje — nazywane operac
rekursji prostej i operacja minimum — wymagaja zdefiniowania.
Operacja rekursji prostej polega na tym, ze majac dwie funkcje:

f: Nat"™" — Nat oraz g : Nat™' — Nat dla ne Nan\{0}
nowg funkcje

h: Nat" — Nat
definiuje si¢ za pomoca dwodch nastegpujacych réwnosci:

h(xl, very X1y 0) =f(x1, veey X”_])

h(X1, ooy Xuot, Succ(x,)) = g(x1, ooy Xy B(X1, ooy X))
Termin rekursja prosta, wprowadzony przez Hilberta? i Bernaysa'* w 1934 roku, n1
jest szczgsliwy, gdyz schemat generacji wartoéci funkcji bardziej si¢ wiaze z iterac]

z jaka mamy do czynienia w jezykach programowania, niz z rekursja. Rekursja prost
wyraza pewien indukcyjny sposéb definiowania wartosci.

" David Hilbert (1862-1943).
' Paul 1. Bernays (1888-1977).
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junkeje, ktore daje sig zdefiniowa¢ za pomoca operacji sktadania i rekursji proste;,
pazywa sig funkcjami pierwotnie rekurencyjnymi.

przyklad 6.2
[~ Funkcjg dodawania liczb naturalnych, reprezentowang symbolem + w notacj !
przedrostkowej, definiuje si¢ za pomoca operacji rekursji prostej w sposéb naste-
pujacy:
+Hx, 0) = I(x)
H(Suce(y), x) = Suce(ps(x, y, +(x, y)))
W tym przypadku rolg definiowanej funkcji 4 pelni +, funkcja f jest funkcja tozsa-
moSciowq [, a funkcja g jest zlozeniem funkcji nastepnika Succ z funkcjg rzu-
towania ps. Tg sama definicjg, w sposob réwnowazny, mozna zapisaé proscie;:
+(x, 0)=x
H(Suce(y), x) = Succ(H(x, y))

Po zastosowaniu notacji wrostkowej dla funkcji dwuargumentowych definicja
przyjmie jeszcze bardziej czytelng postac:

x+0=x
Succ(y) + x = Succ(x + y)
Korzystajac z funkcji dodawania, podobnie mozna zdefiniowa¢ funkcje mnozenia:
x*0=0
L Suce(y) *x=(x*y)+x

Przyklad 6.3

Odejmowanie w zbiorze liczb naturalnych jest funkcja zdefiniowana cze;éciowo.I
Definiowana ponizej funkcja dif, okre$lona dla wszystkich liczb naturalnych, jest
tylko pewnym odpowiednikiem odejmowania w zbiorze liczb catkowitych. Jej de-
finicja wymaga wprowadzenia funkcji pomocniczej Pred, nazywanej funkcjg po-
przednika. Rekursywna definicja jednoargumentowe;j funkcji poprzednika ma postag:

Pred(0)=0
Pred(Succ(x)) =x

Odejmowanie w dziedzinie liczb catkowitych nieujemnych, oznaczone dif w celu
odréznienia od symbolu odejmowania ,—” w zbiorze liczb catkowitych, jest zdefi-
niowane metoda rekursji proste;:
dif(x,0)=0
- dif(x, Succ(y)) = Pred(dif(x, ))




108 Rozdzial 6

Metoda rekursji prostej mozna definiowa¢ rézne funkcje, migdzy innymi funkcje okre:

$lone wariantowo.

Przyklad 6.4

I" Niech dana bedzie funkcja

p 2x dla x<3
(x)= 2x-2 dla x>3

Jej definicja wymaga uprzedniego zdefiniowania funkcji pomocniczych: jedn
argumentowej funkcji znaku sg, definiowanej rekursja prosta (przypadek zdegen
rowany):

sg(0)=0

sg(Suce(x)) =1
oraz funkcji poréwnan definiowanych przez wyrazenia funkcyjne:

gt(x, y) = sg(dif (x, y))

ge(x, y) = gi(Succ(x), )

Definicja funkcji 4 przybierze zatem posta¢ wyrazenia funkcyjnego
| ((2*x) * ge(3, x)) + (dif (2*x), 2) * g, 3))

Niestety, za pomoca operacji rekursji prostej nie mozna definiowaé dowolnych fu:
kcji. Przykladem funkcji, ktéra nie daje sig¢ zdefiniowaé w ten sposoéb, jest prze
stawiana juz poprzednio, w rozdziale 3, funkcja Ackermanna'
y+1 gdy x=0
Ack(x,y)=4 Ack(x-1,1) gdy y=0
Ack(x -1, Ack(x,y —1))
W 1936 roku Kleene's uzupelnit liste schematéw kompozycji funkcji o operacje min
mum, albo inaczej — operacje u-rekurs;ji.
Niech dana bedzie funkcja
f: Nat™' - Nat

taka, ze dla kazdych x, ..., x,€ Nat istnieje ye Nat takie, ze f(x, ..., X,, ¥) = 0.
Operacja minimum dla funkcji f: Nat™' — Nat polega na zdefiniowaniu nowej funkcji

h: Nat" — Nat

' Wilhelm Ackermann (1896-1962).
' Stephen Kleene (1909-1994).
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ktora spetnia warunek
S(X1y ooy Xy B(X1 oy X)) =0
oraz dodatkowo — aby zapewni¢ jednoznaczno$é definicji funkcji 4 — warunek
h(x1, ..., X4) jest rtéwne najmniejszej warto$ci ye Nat takiej, ze f(x,, ..., x,, y)=0.
(Ostatni warunek zapisuje si¢ tez w postaci
h(x1, vy X0) = Y[ Cx1, oy Xny ¥) = 0]

Symbol 4y oznacza najmniejsza warto$¢ y, dla kiérej, przy danych wartoéciach xi, ..., 5o
jest spelniony warunek f(zi, ..., %, ) = 0.

Operacja minimum wyznacza wigc funkcjg, ktéra przyjmuje wartosé h(xi, ..., x,) = y
wtedy 1 tylko wtedy, gdy:

o f(x1, ey X, ) =0
e dla dowolnego y'<y f(x1, ..., x,, ') # 0.
Jezeli dla danego zestawu wartosci x;, ..., x, fankcja fnie spelnia podanych warunkow,

to funkcja A dla tych warto$ci nie jest zdefiniowana.

Przyklad 6.5
I

Operacjg minimum wykorzystano do definicji funkcji !

h(x, y) = (uz)[isgleq(y *z, x)) = 0]

Funkcja 4, definiuje najmniejsza wartos¢ z taka, Zze y * z = x. Gdy x nie jest wielo-
krotnoscia y, funkcja ta nie jest okreslona.

ha(x, y) = (uz)[y * gilx, y * Succ(z)) = 0]
Funkcja h, wyznacza cze$é catkowity z dzielenia x przez y.
hy(x, y) = (u2)[dif (x, 2) = 0]
Funkcja &5 réwna sie x dla dowolnych x, y; jest wigc réwnowazna funkcji pro-

jekcjipl. |

?'Uﬁkcje, ktére mozna zdefiniowa¢ za pomoca operacji skladania, rekursji pierwotne;j
! Minimum nazywa sie tez funkcjami ogélnie rekurencyjnymi.

Uwaga

Chociaz funkcje rekurencyjne sa definiowane Jjako funkcje przeksztalcajace liczby
Naturalne w liczby naturalne, to ich wkasnoéci mozna przenie$é na dowolne fun-
kcje, ktérych zbiory argumentéw i wartoéci daja sig opisaé skonczonymi ciggami
symboli. Niech {a), ay, ..., a,, ...} bedzie zbiorem symboli wykorzystywanych do
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tworzenia takich opiséw. Kazdemu opisowi argumentu lub wartoéci funkceji, kté
jest reprezentowany przez skonczony ciag postaci

Qs iys oon Gy
mozna przyporzadkowaé w jednoznaczny sposéb liczbe naturalna. Uniwersaln
sposob kodowania, zwany numeracja Godla, polega na przyporzadkowaniu tem
ciagowi liczby

2032 pi
gdzie 2, 3, ..., px sa kolejnymi liczbami pierwszymi. Dzigki jednoznacznoéci ro
kiadu liczb naturalnych na czynniki pierwsze mozna sprawdzi¢, czy dana licz
jest przyporzadkowana jakiemu$ opisowi, a jesli tak — to jakiemu.

Cwiczenia

1. Maszyne Turinga, przedstawiona w przyktadzie 6.1, rozbudowaé w taki sposob, a
stwierdzala parzysta badz nieparzysta liczbg symboli 1 pomigdzy pierwsza krat
po lewej i pierwsza kratka po prawej stronie poczatkowego polozenia glowicy, kt
re zawierajg symbol nic.
2. Zdefiniowaé maszyne Turinga, ktéra jako dana wejSciowa przyjmuje liczbg nat
ralng w zapisie binarnym i produkuje jako wynik tg sama liczbe zwiekszona o j
den, réwniez w zapisie binarnym.

3. Zdefiniowaé maszyne Turinga, ktéra jako dane wejéciowe przyjmuje n-clemento
ciag znakéw, ne Nat\{0} oraz liczbe ke {1, ..., n} i produkuje jako wynik k-ty el
ment wejsciowego ciagu.

4. Wykorzystujac operacje rekursji prostej, zdefiniowaé funkeje:

a) potggowania,
b) minimum i maksimum dwéch liczb,
¢) dzielenia catkowitego i reszty z dzielenia catkowitego.

5. Zdetiniowa¢ jako funkcje rekurencyjna funkcje:
a) najmniejszej wspolnej wielokrotnosci dwéch liczb naturalnych,
b) najwigkszego wspdlnego podzielnika dwoch liczb.

6. Zakladajac, ze znane sa operacje dodawania i mnozenia na liczbach naturalnyc
definiowaé rekursywnie operacje dodawania i mnozenia na liczbach catkowitych.

7. Jezyki formalne i gramatyki

7.1. Ciagi i slowa

/biory sa ni.euporzqdkowanq kolekcja pewnych elementéw. Czgsto potrzebne jest
wprowadzenie uporzadkowania wéréd rozwazanej kolekcji obiektéw, a jednym ze
sposobow uporzadkowania jest zdefiniowanie ciagu.

Nifach A quziq dqwolnym zbiorem. Niepustym ciggiem o dugoéci ne Nar\{0} nad
#biorem 4 bedzie si¢ nazywa¢ dowolna calkowicie okreslona funkcjg o sygnaturze
s:{l,.,n} >4
Ciag o diugosci zero jest ciagiem pustym i bedzie oznaczany symbolem &
Przez CiqgiSkonczone,(A) bedzie oznaczany zbiér wszystkich ciagéw skonczonych
dlugo$ci ne Nat nad zbiorem A. Z definicji:
CiqgiSkOﬁCZOTleo(A) =def {8}
CiqgiSkoriczone,(A) =g {s | s : {1, .., n} = A Adom(s)= {1, ..., n}}
dla ne Na\{0}.

Zbiorem wszystkich ciagéw skoniczonych bedzie zatem

CiqgiSkonczone(A) =g¢ U CiqgiSkonczone,(4)
o . ) ne Nat
/biér wszystkich ciagow nieskonczonych nad 4 jest zdefiniowany jako

CiqgiNieskoriczone(A) =g {s | 5 : Nan{0} = A A dom(s) = Na\{0}}
“biorem wszystkich ciagéw nad 4 jest zatem zbiér
Ciqgi(A) =4 CiqgiSkonczone(A) U CiqgiNieskoriczone(A)
Dalej bedg uzywane nastepujace oznaczenia: Niech s bedzie niepustym ciagiem nad 4.

. artosé funkcji. s dla argumentu £, czyli s(i), oznacza i-ty element ciagu. Skonczony
148 s o dtugoéci ne Na\{0} nad zbiorem 4 jest zbiorem par:

<1, 5(1)>, ..., <n, s(n)>}
4 nieskonczony ciag jest zbiorem par:
{<1,s(1)>, ..., <n, s(n)>, ... }
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Zwykle uzywa sig¢ uproszczonego zapisu ciagu, odpowiednio w postaci:
s(1) 5(2) ... s(n) lub  s(1)s(2) ... s(n) ...

albo
a az... a,

gdzie a; = s(ydlai=1,..,n, .. dlaie Nar\{0}.

lub a,a ...y ...

Ciagi zapisywane w uproszczonej postaci bgda oznaczane literami greckimi ¢, 3,
itd. Bedzie sie pisa¢ na przyklad & =g a1 @, ... a,, a przez len( @) bedzie si¢ oznacza
dlugosé ciagu a. Oczywiscie len(o) = 1.

Réwnosé ciagdw oznacza réwnosé reprezentujacych je funkeji. Zapis o= [ oznacz
ze ciag ajest identyczny z ciagiem f3.

Przyklad 7.1
[ Ciagami nad 4 = {0, 1, 2, 4, 5} beda napisy:
0

001
12345

Ciagami nad Nat beda napisy:
11

i1
111054

Nalezy zwrécié uwage na to, ze pierwszy i drugi ciag sa ciagami réznymi. Pie
szy sklada si¢ z jednego, a drugi — z dwéch elementéw. Aby unika¢ watpliwos
przy identyfikacji elementéw ciagu, mozna stosowaé elementy rozdzielajace — 8
paratory, na przyklad odstepy, jak wyzej, lub inne symbole, rézne od elementd

I ciagu.

Uproszczony zapis ciagébw pozwala na stwierdzenie, ze zbidr ciagow dhigo$
ne Nat\{0} nad zbiorem 4 mozna utozsamiaé ze zbiorem wszystkich n-krotek na
zbiorem 4, czyli z n-krotnym produktem kartezjanskim 4" nad zbiorem 4. Oznacza ¢
ze istnieje wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie pomigdzy zbiorem ciggéw o diu
gosci n a produktem Kartezjafiskim A", zatem

odpowiada zbiér A° =4 {<>}

odpowiada zbiér 4" dla ne Nat\{0}
odpowiada zbi6r UA"

ne Nat

zbiorowi CiqgiSkoriczoney(4)
zbiorowi CiqgiSkoriczone,(A4)

zbiorowi CiqgiSkorczone(A4)

Ciagi zapisywane w uproszczonej postaci nazywa si¢ sfowami, a zbidér 4 nazywa sig
alfabetem. W dalszej cze$ci rozdzialu beda uzywane wlasnie te terminy.
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7bior A’ jest zatem zbiorem wszystkich skoficzonych stéw nad alfabetem 4. Zbiér wszyst-
kich niepustych skoriczonych stéw nad alfabetem 4 bedzie oznaczany przez 4"

A" =g A\ &

7.2. Operacje na slowach

Niech dany bedzie dowolny, co najwyzej przeliczalny, alfabet 4 oraz niech A" bedzie
sbiorem wszystkich skonczonych stéw nad 4. Na slowach mozna definiowaé rézne
operacje. Podstawowa jest operacja konkatenacji stow.

Niech ¢, f e A beda dowolnymi stowami nad alfabetem A.

Konkatenacja stéw @, B, co zapisuje sig & f, jest stowem, ktére powstaje przez dopi-
sanie na koncu stowa a stowa . Jezeli

o=a..a, oraz f=b..b,

{o
aB=ay.a,"b..b,=4sa..a,b..b,
Niech ¢, B, ye A" Konkatenacja stéw ma nastepujace oczywiste wlasnosci:
ENe=¢
Ero=are=a
(@"Bry=aB"
Ze wzgledu na te wlasno$ci nawiasy beda dalej opuszczane.
Stowo e A" jest podstowem stowa cre A", gdy istnieja stowa % Se A" takie, ze
a=y "B S
jezell y ~ 5% g to B jest podstowem wlasciwym stowa o jezeli V=& to B jest podsto-
wem poczqthowym stowa ¢ a jezeli 6= ¢, to Bjest podstowem koricowym stowa ¢
Konkatenacja jest podstawa do definiowania innych operacji na stowie:

® n-krotnej iteracji stowa,
* czofa stowa,

® ogona slowa,

® inwersji stowa.

Niech ¢ = ay ... a,. Operacja n-krotnej iteracji stowa, dla ne Nat, jest zdefiniowana re-
kUrsywnie nastepujaco:
0
Q" =ger €

a" =0 N o dla ne Nat
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Operacje czota head i ogona tail, okreslone nastgpujaco:
head(Q) =qr @1 oraz tail(Q) =g as ... ay

oznaczaja odpowiednio pierwszy element stowa &= a; ... a, oraz nowe stowo, ktdr
powstaje Z ¢ przez usunigcie jego pierwszego elementu. Oczywiscie, dla dowolnegg
niepustego stowa zachodzi wlasnos¢

o= head(@) " tail( &)

. P o8 q o o Q
OperaCJa INwersj1 stowa o= a ... a,, Zapisywana w postac1 o, okre§lona nastqpujqco
a_l Zdef AnQp-1... A

oznacza lustrzane odbicie tego slowa.

Przyklad 7.2
[ Niech 4 = {a, b, ¢}, woéwczas stowami nad 4 sa na przyktad:
a aab cabca

‘Konkatenacja dwdch ostatnich stéw jest stowo

aab”cabca = aabcabca

Iteracjami stéw sg na przykiad
a' = aaa
(aab)’ = aabaab
(cabca)' = cabea
Operacje czota i ogona dla dwéch pierwszych stéw wyznaczaja stowa:
head(a) = a tail(a) = €
head(aab) =a tail(aab) = ab
Inwersjami stow sa:
a'=aq
(aab)" = baa
L (cabca)™ = acbac

Dla uproszczenia notacji, gdy nie bedzie to wprowadzaé niejednoznacznosci, zamias
a” B ybedzie sig pisaé a8 ¥.

Dalej definiuje sig jeszcze dwie operacje na stowach.
Najpierw wprowadza sig pojecie produkcji. Para stéw 3, ye A" zapisywana w postaci
Bu=y

bedzie nazywana produkcjq lub reguiq przepisywania.
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produkcjg B ::= ¥ mozna traktowaé tak samo jak uporzadkowana pare <3, y>.

gymbol 1=, czytany: jest zastgpowany przez, pelni rolg separatora oddzielajacego dwa
clementy. Stowo /3 po lewej stronie produkeji jest nazywane poprzednikiem, a stowo ¥
po prawej stronie produkc;ji jest nazywane nastgpnikiem produkcji.

Njech e A’ oraz niech B ::= y bedzie pewna produkcija.

Stowo djest wyprowadzeniem ze stowa & na podstawie produkcji B = % co zapisuje
si¢ w postaci

gdy sa spetnione warunki:

a=af o
o=y,

Przyklad 7.3

| Niech 4 = {a, b, c}. Ze stowa aabcaa, stosujac produkcje aa ::= cha, mozna ww
prowadzié stowa:

cbabcaa oraz aabccba
czyli

aa;:’=cha

s=cha
aabcaa—2<= s chabeaa oraz aabcaa—"=2_ qabccha |

Jak pokazuje przyktad, operacja wyprowadzenia nowego stowa & ze stowa & na
podstawie produkeji £ ::= ¥ nie musi by¢ jednoznaczna. Liczba mozliwych wypro-
Wadzet zalezy od liczby wystapien podstowa # w stowie oz W szczegllnym przy-
padku, gdy poprzednik reguty nie jest podstowem w ¢, nie mozna wyprowadzié
Nowego stowa.

Niech g 1= B bedzie produkcja, w ktdrej poprzednik jest tylko pojedynczym symbo-
lem ge 4 (stowem dhugosci jeden), a nastepnik — jak poprzednio — jest dowolnym

slowem Be 4" nad alfabetem A. Produkcja takiej postaci bgdzie nazywana podsta-
Wieniem,

Niech re 4° oraz niech a ::= f bedzie pewnym podstawieniem.

Stowo 7 powstaje ze stowa & przez podstawienie a ::= f3, co zapisuje sie w postaci
afa = f]

gdy kazde wystapienie symbolu a w stowie ajest zastapione stowem /.
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Przyklad 7.4
Niech 4 = {a, b, c}. W wyniku operacji okreslonej przez podstawienie a ::= cb
stowo abcab zostanie przeksztalcone w stowo

cbabcecbab
czyli

abcabla ::= cba) = cbabccbab
Podobnie:

abbaccla ::= cbc] = cbebbebecc

abbacc[b ::= cbc] = acbecbeace
abbacc|c ::= cbc] = abbacbccbe

7.3. Jezyki formalne

Jezykiem formalnym L nad alfabetem 4 nazywa sig dowolny podzbidr zbioru A, czy
LA .
Jezyk formalny jest tylko pewnym przyblizeniem jezyka naturalnego lub sztuczneg
gdyz wyraza on tylko skladniowy aspekt jezyka. W mys$l wprowadzonej definicji alfab
tem dla jezyka naturalnego jest zbidr stéw w danym jezyku, a odpowiadajacy mu je

formalny moze byé zbiorem wszystkich zdan w tym jezyku. W przypadku jezyka pr
gramowania alfabetem jest zbior symboli leksykalnych, a odpowiadajacy mu jezyk fo
malny definiuje zbiér wszystkich poprawnie tekstowo zbudowanych programéw. Jg
formalny nie okresla znaczenia i tym samym nie gwarantuje sensownosci zdania ¢
programu, wyraza wylacznie poprawno$é tekstowa (sktadniowa) zdania lub programu.

Przyklad 7.5
I Niech 4 = {a, b, ¢}, woéwczas jezykami formalnymi nad 4 sa na przyklad sko
czone zbiory stow:
{a}, {aab, c}, {a, b, c, ab, cba}
Wykorzystujac operacje k-iteracji stow, dla ke Na\{0}, mozna zdefiniowaé réW
niez pewne nieskonczone jezyki formalne nad 4, na przyktad:
{sed" |s=d" b " Ak<I<mAk,I meNat}
B {a, b, c, ab, cha} L {se A" | s = a* " b*"! A ke Nat}

Niech 4 oraz B beda dwoma alfabetami. Funkcje 4 : A° — B” nazywa sig morfizmen
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych @, Be4”

h(a™ ) = h(a) "~ h(B)

Morfizm nazywa sig izomorfizmem, gdy h jest funkcja réznowarto$ciowa.
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przyklad 7.6
[ Dla alfabetéw 4 = {0, 1,2, ..., 9} oraz B = {0, 1} izomorfizmem jest funkcja 1
h(0) = 0000, A(1) = 0001, ..., K(9) = 1001

wyrazajaca kodowanie binarne liczb dziesigtnych.

- |

Warto zwrdci¢ uwage, ze alfabet przeliczalny 4 nie ma wigkszej sity ekspresji niz
dowolny alfabet skoriczony B. Oznacza to, ze dla dowolnego jezyka formalnego
L, C A istnieje taki jezyk Ly B, ze istnieje wzajemnie jednoznaczne odwzorowa-
nie pomigdzy obu jezykami f: L, — L.

Istotnie, niech bedzie dany przeliczalny alfabet 4 o symbolach ay, a,, as, ... oraz alfa-
bet B zawierajacy tylko dwa symbole, na przyktad 0, 1. Istnieje wzajemne odwzoro-
wanie elementéw alfabetu 4 w pewien podzbiér ciagéw zero-jedynkowych nad alfa-
betem B. Na przyklad ciagi binarne 1, 11, 111, ... itd. moga byé kodami indekséw ko-
lejnych symboli ay, a,, as, ... Dowolne stowo nad alfabetem 4 mozna przestawiac¢ jako
konkatenacj¢ odpowiednich ciagéw kodujacych nad alfabetem B. Na przyklad stowo
a3 ay @y w alfabecie 4 bedzie jednoznacznie reprezentowane przez stowo 111011011
w alfabecie B — symbol 0. pelni tu role separatora miedzy kodami kolejnych symboli
alf'abetu A. Oznacza to, ze dla dowolnego jezyka formalnego L, nad 4 istnieje funkcja
ktprq wzajemnie Jjednoznacznie odwzorowuje ten jezyk w pewien jezyk Lj nad Bj
Ciagi binarne moga petnié t¢ sama role, jaka petnia symbole alfabetu 4, co wyjasnia
powszechnoé¢ stosowania kodowania binarnego.

Poniev&‘faz jezyki formalne s zbiorami, mozna wiec na nich wykonywaé¢ dowolne
operacje mnogoSciowe. Jezeli Ly, L, sa jezykami nad alfabetem A, to takze Ly,
Ly~ Ly oraz Li/L, s3 jezykami nad A.

Na j szk‘ach mozna zdefiniowa¢ operacjg konkatenacji, ktéra jest uogélnieniem kon-
katenacji zdefiniowanej na stowach. Konkatenacja jezykéw Ly c A, L, < B®, ozna-
Czana Ly ~ Ly, jest okre$lona nastepujaco:

Ly "Ly =4t {aff| ac A'A fe B

Ié(IOrZystajqc z konkat.enacji Jjezykéw, wprowadza sig operacje iteracji jezykéw, okre-
ona dla dowolnego jezyka i liczby naturalnej n w sposéb nastgpujacy:
L' =4 (g}

L™ =y I"A L dla ne Nat

j(;rliz operacjg domkniecia jezyka (nazywana takze gwiazdka Kleenego) okre$lona
0

L‘ =def U L”

ne Nat
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Podobnie mozna uogdlni¢ operacje czola, ogona i inwersji dla jezyka L C A"

HEAD(L) =4t {a€ A" | 3P A’e affic L}
TAIL(L) =g {fe 4" | Jac 4’ offc L}
L7 =g {] (x"leL}

7.4. Gramatyki bezkontekstowe

Nietrywialne jezyki formalne skladaja sig z nieskonczenie wielu stéw. Nie mozna ic
definiowaé enumeracyjnie, czyli przez jawne wyliczenie stéw. Nieskoniczone jezy
formalne definiuje si¢ rekursywnie, przy czym wykorzystuje si¢ specyficzny mech
nizm oparty na pojeciu gramatyki jezyka formalnego.
Gramatyka bezkontekstowa G jest czworka

G=def<T’N, Pa >

gdzie:
T jest skoficzonym zbiorem, nazywanym alfabetem symboli terminalnych,
N jest skoficzonym zbiorem, nazywanym alfabetem symboli nieterminalnych,

P jest skoficzonym zbiorem produkcji,
S jest wyréznionym symbolem nieterminalnym, nazywanym symbolem poczqtk

wym.
Zaklada sie, ze zbiory symboli terminalnych i nieterminalnych sa roztaczne, to jest
NnT=0
O pojedynczej produkcji pe P zaklada sig, ze jest postaci
vi=a
gdzie jej poprzednik v moze byé dowolnym symbolem nieterminalnym, czyli ve

a jej nastepnik o moze byé¢ dowolnym niepustym stowem nad sumg mnogoSciow
zbioréw symboli terminalnych i nieterminalnych, czyli ae(T'U N)'.

Gramatyka G generuje pewien jezyk formalny L(G) ¢ T *. Nieformalnie jest to zbi0
wszystkich stéw nad alfabetem T, ktére mozna wyprowadzi¢ z symbolu poczatkowe
go gramatyki S, za pomoca przeksztatcen, okre$lonych przez zbiér P produkcji grama
tyki.

Niech dane beda dwa stowa ¢, fe (T U N)".

Stowo [ jest w gramatyce G bezposrednio wyprowadzane ze stowa o, gdy istniej
taka produkcja pe P, ze

Jezyki formalne i gramatyki 119
Fak't bezposredniego wyprowadzenia stowa B ze stowa o w gramatyce G zapisu
je 816G
a——5—f
Jub
a—f

¢dy z kontekstu wynika, o jaka gramatyke chodzi.

Stowo f jest w gramatyce G wyprowadzone ze stowa istniej ] i
: o, gdy istnieje skoniczon
stow B, Boy -y Br€ (T'U N)' taki, ze : i

o=p B,=8B
oraz

B—=— B dlaie{1,2, .., n-1}

Dalej symbol gramatyki G bedzie pomijany.
Fakt, ze stowo f jest wyprowadzane ze stowa ¢ zapisuje si¢ w postaci

*

a——>f

Jgzykiem formalnym L(G) generowanym przez gramatyke G jest zbior
L(G) =gt {aeT"| S—>a)}

Sy}owo oe L(Q) nazywa S‘iQ tez stowem wywodliwym w gramatyce G. Generowany przez
gramatyke G jezyk L(G) jest zatem zbiorem wszystkich stéw wywodliwych w G.

Ponizej .r.o‘zpatrujemy przyktady gramatyk i wyprowadzenia stéw, przy czym zapis
};foflukCJl Jest oparty na powszechnie stosowanej tzw. notacji BNF (Backus' Normal
kt()'l m lut? Backus-Naur Form). Notacja ta wprowadza bardziej zwarty zapis produkcji

Ore majq t¢ samq lewa strone. Zestaw produkcji, na przykiad: ,

:=¥os
“apisuje si¢ w postaci
vi=al..| o

8dzie, jak poprzednio, ve N oraz a, ..., ¢, (T U N)". Symbol | czyta sie lub.

—
John Backus (ur. 1924).
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Przyklad 7.7
r‘ZkTéridentyﬁkatoréw tworzy pewien jezyk formalny. Zbiér ten poprzednio by
definiowany nastgpujaco:
Ident =g {s | s jest niepustym ciqgiem sktadajacym sie z liter lub cyfr, ktore

go pierwszym elementem jest litera}

Generujaca zbi6r identyfikatoréw Ident gramatyka Gp jest zdefiniowana nastg
pujaco:
Gip =¢et <T'ip, Nip, Prp, Sip>
gdzie:
Tip =def {a, b, .. Z} [\ {O, 1, .., 9}
Nip =4 {identyfikator, znak, litera, cyfra}
Pp =4e {identyfikator ::= litera | identyfikator znak
znak .= litera| cyfra
litera :=a|b|..|z
cyfra::=0]1]..19}
S)p = identyfikator
Poszczegdlne produkcje w zbiorze sa pisane w oddzielnych wierszach, bez o
dzielania przecinkiem.
Rozpatruje si¢ dwa przyklady wyprowadzenia konkretnych identyfikatord
Pierwsze wyprowadzenie:

] i 2 c=liter .
identyfikator::=litera 5 [l tera

identyfikator
litera litera:.=a a
z symbolu poczatkowego identyfikator wyprowadza jednoelementowe stowo a..

Drugie z tego samego symbolu poczatkowego wyprowadza stowo b8:

iden ty ﬁ /C(l tor identyfikator::=identyfikator znak N d ent 'y ﬁ k ator zna k

znak:=cyfia

identyfikator znak —===2 identyfikator cyfra

identyfikator:=litera_ litera cyfr a
7

identyfikator cyfra
litera cyfra—"%= 5 b cyfia
b cyfra—= 5 by
Pokazano zatem dwa wyprowadzenia:
identyfikator —> a
identyfikator —> b8
| Oznacza to, ze ae L(Gp) oraz b8e L(Gyp).
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przyklad 7.8

| Przykiad pokazuje zbiér napiséw reprezentujacych liczby wymierne w zapisﬂ
dziesigtnym. Gramatyka Gpgc jest zdefiniowana nastepujaco:

Gpec =der <Tpec, Npec, Poec, Spec>
gdzie:

TDEC Zdef {0’ 1’ ooop 9} U {}

Npec =aer {liczba, liczba_catkowita, kropka, cyfra}

Ppec =4er {liczba ::= liczba_catkowita |
liczba_catkowita kropka liczba_catkowita
liczba_catkowita ::= cyfra | liczba_catkowita cyfra
kropka .= .
cafra:=0]1]..|9}

SDEC = liczba

Latwo sprawdzi¢, ze na przyklad stowa 10.9 oraz 213 sa wyprowadzalne
| v gramatyce Gpgc, natomiast stowo .01 nie jest wyprowadzalne w Gpgc. I

Stosowane jgzyki formalne, oprécz trywialnych przypadkéw, sg zbiorami nieskosi-
czonymi i dlatego nie ma algorytméw generujacych wszystkie stowa jezyka. Prak-
tycznie rozwigzuje sie dwa zadania.

Pierwsze jest zadaniem analizy — polega na zbadaniu, czy dane stowo jest elementem
danego jezyka L(G). Z tym zadaniem spotyka sie podczas kompilacji programu. Celem
pracy kompilatora jest w pierwszej kolejnoéci stwierdzenie, Czy program jest poprawny
skladniowo. :

Drugie jest zadaniem generacji — polega na wygenerowaniu pewnego podzbioru
stow jezyka, na przyktad wszystkich stéw o ustalonej dlugosci.

7.5. Klasyfikacja gramatyk

Rozpatrzona gramatyka bezkontekstowa jest szczegdlnym przypadkiem szerszej klasy
Sramatyk, zwanych gramatykami struktur frazowych. Gramatyka struktur Jfrazowych
Jest taka samg czworka jak gramatyka bezkontekstowa, czyli

G=<T,N, P, S>

A réznica dotyczy tylko ogolniejszej postaci produkeji. Niech ¥ = T U N. Produkcja albo
"eguta przepisywania pe P jest tu dowolna para stéw e V* oraz BeV’ zapisywana, jak
Poprzednio, w postaci & ::= . Generowanie Jjezyka formalnego przez gramatyke struktur
ﬂ'aZOWych Jest definiowane, podobnie jak poprzednio, dla gramatyki bezkontekstowe;.

Zgodnie z klasyfikacja wprowadzong przez Chomsky’ego wyréznia sie cztery typy
ramatyk struktur frazowych rézniace sig postacia dopuszczalnych produkc;ji.
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Gramatyki klasy 0, zwane gramatykami bez ograniczeri, maja nastgpujaca postac pro;
dukcji .

o:=p dla aeV*,,BeV
Gramatyki Klasy 1., zwane gramatykami kontekstowymi, wymagaja, by produkcje byt
postaci ' .

avoy=opa dla &y, e V', veN, BeV’
Gramatyki Klasy 2., zwane gramatykami bezkontekstowymi, wymagaja, by produkgj
byty postaci

vi=pf dlaveN, feV”
Gramatyki klasy 3., zwane gramatykami regularnymi, wymagaja, by produkcje byt
postaci (gramatyki prawostronnie regularne)

vi=fu dlaveN,ueNu {g, eV’
albo postaci (gramatyki lewostronnie regularne)

vi=uf dlaveN,ueNu {&, BeV"

Latwo sie przekonaé, ze kazda produkcja gramatyki i jest jednocze$nie produkej
gramatyki j, dla 0 <j <7 < 3. Kazdy zatem jezyk formalny wygenerowany przez pe
na gramatyke klasy 7 jest rowniez generowany przez pewna gramatyke klasy j. Ozn
czajac symbolami Ly, Ly, Lz, L3 zbiory jezykéw formalnych generowanych przez gr.
matyki poszczegdlnych klas, mozna stwierdzié, ze zachodza inkluzje wiasciwe

L3CL2CL|CL0

co oznacza, ze wérdd jezykéw generowanych przez
gramatyki klasy i istnieje co najmniej jeden jezyk,
ktéry nie jest generowany przez gramatyki klasy j, dla
0<i<j(rys. 7.1).

Gramatyki klas 1., 2. i 3. sa gramatykami nieskraca-
Jjacymi, co oznacza, ze dlugo$¢ nowego stowa nie jest
mniejsza od dlugosci starego stowa, do ktérego zasto-
sowano produkcj¢ gramatyki.

Ly

L,
3

ﬁ
L
\

Rys. 7.1. Hierarchia Chomsky’ego
jezykow formalnych

Nieskracalnoéé gramatyki umozliwia efektywne badanie,
czy dane stowo jest wywodliwe w gramatyce. Oznacza
to, ze mozna zbudowad algorytm, ktory dla dowolnego
stowa, po skoniczonej liczbie krokow, rozstrzyga, czy to
stowo jest wyprowadzalne w danej gramatyce.

Schemat takiego algorytmu jest oczywisty. Niech ¢ bedzie badanym stowem. Naj
pierw generuje sie zbiér Z; wszystkich stéw bezposrednio wyprowadzalnych z symbol
poczatkowego gramatyki, ktérych dhugo$é nie przekracza dlugoséci badanego stowa

Nastepnie generuje sig zbior Z, wszystkich stow, ktére sa bezposrednio wyprowadzal
ne ze stéw zbioru Z;, ktérych dtugo$é nie przekracza dlugoéci badanego stowa ¢. Da
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lej generuje si¢ zbior stéw Zs, ktory jest bezposrednio wyprowadzalny ze zbioru Zj,
itd. Kazdy z wygenerowanych zbiordw jest oczywiscie skoficzony. Postgpowanie takie
prowadzi si¢ do momentu, gdy w zbiorze generowanych stéw napotka sie na stowo o
albo gdy dlugos¢ wszystkich stéw nalezacych do ostatniego zbioru bedzie przekraczaé
dlugo$é stowa o Pierwszy przypadek oznacza, ze & nalezy do jgzyka generowanego
przez dang gramatyke, a drugi, Ze anie nalezy do tego jezyka.

7.6. Drzewa rozbioru i diagramy skladniowe

Dysponujac pojeciem grafu, mozna zdefiniowaé drzewo wywodu — graf ilustrujacy
wyprowadzenia stowa w gramatyce, zwlaszcza w gramatyce bezkontekstowe;.

Drzewem wywodu dla gramatyki G =4 <T, N, P, S> jest graf-drzewo T = <V, 4>,
gdzie A © V2, ktérego wierzcholki ¥ sa etykietowane symbolami ze zbioru U N
w taki sposdb, ze:
e korzen drzewa jest etykietowany symbolem poczatkowym S,
e kazdy li§¢ drzewa jest etykietowany symbolem terminalnym ze zbioru 7,
o jezeli wezel v ma etykiete e i wezly vy, v, ..., v, 83 jego nastgpnikami, to znaczy
<y, V>, <y, >, L, <y, V> €4, o etykietach e, ey, ..., e, t0 e 1= ¢} €5 ... e, musi
byé produkcja gramatyki.

Przyklad 7.9

Dla przedstawionej weczesniej gramatyki Gpec =daet <Ipec, Npec, Ppec, Spec™ drze
wo wywodu dla stowa 10.9 ma postaé jak na rysunku 7.1.

lic\lz/lm\
liczba_calkowita kropka liczba_catkowita

N TN

liczba_catkowita cyfra cyfra

Il l

cyfra 0 9

Rys. 7.2. Drzewo wywodu stowa 10.9
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Jezeli dla pewnego stowa istniejg dwa rézne drzewa wywodu, to gramatyke¢ nazyw
sie skladniowo wieloznacznq. Gramatyka Gpgc jest sktadniowo jednoznaczna, nato
miast nie jest nia ponizej zdefiniowana gramatyka Gy.

Przyklad 7.10
[ Niech

Gw=aet <Tw, Nw, Pw, Sw>

gdzie:
Tyw = {wyrazenie, skladnik, czynnik}
NW= {a9 b’ ¢+ *’/’ (’ )}
Py = {wyrazenie ::= skladnik | skladnik + wyrazenie | skladnik — wyrazenie
sktadnik ::= czynnik | czynnik * czynnik | czynnik | czynnik
czynnik ::=a | b | ¢ | (wyraienie)}
Sw = wyraZenie

W celu przekonania si¢ o niejednoznaczno$ci gramatyki Gy wystarczy rozpatrzy
| mozliwe wywody, na przyklad stowaa + b —c.

Pojecie drzewa rozbioru stanowi migdzy innymi podstawg do okreslenia rownowaz
noéci gramatyk.

Dwie gramatyki G, oraz G, sa stabo réwnowazne, jezeli generuja te same jezyki, t
znaczy L(G,) = L(G,), oraz sa silnie réwnowazne, jezeli generuja te same zbiory drze!
rozbiorow.

Niech T\, = <V, 4>, T, = <V,, A>> beda drzewami rozbioru oraz niech 4 : V), = V).

Funkcja 4 zachowuje relacje wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych v, v'e V), jeze
<v, v'>€4;’, 1o <h(v), h(v')>e A; , gdzie Af i A, sa zwrotnymi, przechodnimi do
knigciami relacji 4, i A4,.

Jezeli funkcja h zachowuje relacje 4, oraz dodatkowo jest bijekcja, to jest nazywan
izomorfizmem drzewa T w drzewo T».

Grafy sa takze wykorzystywane do prezentacji produkcji gramatyki w postaci diagramd
sktadniowych. Wierzchotki tego grafu sg etykietowane symbolami ze zbioru U N. Kaz
dej produkeji odpowiada pojedynczy graf z etykietowanymi wierzchotkami, ktory m
dokladnie jeden wierzchotek niemajacy poprzednikéw, zwany poczatkowym, i do
kladnie jeden wierzchotek niemajacy nastepnikéw, zwany korficowym. Wierzchotki t
nie sq etykietowane. Kazdej §ciezce, ktora w grafie prowadzi od wierzchotka poczats
kowego do wierzchotka koficowego, odpowiada pewien ciag etykiet wierzchotkow z€
zbioru T U N. Ciag etykiet stanowi ciag symboli, ktére mozna wygenerowaé na pod-
stawie danej produke;ji.
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przyklad 7.11

P.rodukcjom wezeSniej zdefiniowanej gramatyki Gy odpowiadaja nastqpuja;e‘
diagramy sktadniowe pokazane na rysunku 7.2.

——eof i - >
wyrazenie é é

skladnik °

czynnik

%@g o

—% -wyrazlenie ( —

Rys. 7.3. Diagramy skladniowe gramatyki G,

Pierwszy z diagraméw, opisujacy produkcje wyrazenie, jest grafem zawierajacym
c?/kl. Powodem pojawienia sig cyklu jest to, ze symbol wyrazenie wystgpuje za-
réwno po lewej, jak i po prawej stronie produkcji, przy CZym po prawej stronie
wystgpuje na korcu ciaggu symboli.

Wystepowanie ‘takiego samego symbolu po lewej i po prawej stronie produkcji,
a tym samym istnienie cyklu na diagramie sktadniowym, mozna interpretowaé

iiakko ‘rekursywna_ definicjg zbioru stéw wyprowadzanych na podstawie danej pro-
| dukcji.
|

7.7. Automaty i gramatyki

i;;ar\:/lgtykl sa mechanizmepq gene’rowania j(;zykéw formalnych. Z gramatykami $cisle
o 13ze pojecie automatoyv skonczonygh jako mechanizmu stuzacego do rozpozna-
s a, czy dane S10\’V& nalezg do danego Jezyka formalnego. Przedstawiona dalej defi-

¢ja automatu skonczonego prezentuje tylko pewna klase automatéw skoniczonych,
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shuzacych do rozpoznawania stow nalezacych do jezykow klas Ly oraz L,. S to aut
maty Rabina—Scotta (RS) oraz automaty ze stosem.

Automat skonczony jest modelem urzadzenia, ktérego zadaniem jest rozpoznawani
czy stowa podawane na jego wejscie sa stowami danego jezyka formalnego. Autom
dziata krokowo; kolejne kroki sa zwiazane z analiza kolejnej litery stowa podawane
na jego wejécie. Automat w kazdym kroku swego dziatania jest w okres$lonym stani
Dziatanie rozpoczyna w ustalonym stanie poczatkowym, a konczy, gdy zostanie prz
czytane cale badane stowo. Podczas kolejnych krokéw automat przechodzi pomigd
stanami, co nastgpuje na skutek odczytania na wejsciu kolejnej litery analizowane
stowa. Po zakoniczenie dzialania, to znaczy po odczytaniu ostatniej litery analizow.
nego stowa, automat znajdzie si¢ w pewnym stanie. Jezeli jest to jeden z jego stand
koficowych, oznacza to, Ze stowo nalezy do jezyka formalnego akceptowanego (ro:
poznawanego) przez automat.

Formalnie skoniczony automat akceptujacy RS jest okreslony jako piatka
A=<S8,X, & 50, F>

gdzie:
S jest skoficzonym zbiorem stanow,
X jest alfabetem — zbiorem symboli wejsciowych,
0:SxX— S jest funkcja zmiany stanéw,
so jest stanem poczatkowym,
Fc S jest zbiorem stanéw koncowych.

Dziatanie automatu przy analizie stowa wejSciowego xi, x3, ..., x,, dla n > 0, polega
wykonywaniu ciagu krokéw, ktére okre$laja ciag stanow:
50, S15 ory Sp

taki, ze
Sir1 = 5(Sk, xk) dla k= 1, P

Stowo xy, x,, ..., x, jest akceptowane przez automat, gdy s,€ F, i nie jest akceptowa
w przypadku przeciwnym. Zbidr wszystkich akceptowanych stow, oznaczany L(R
stanowi jezyk formalny akceptowany przez automat RS.

Przyklad 7.12

Automat RS postaci <S5, X, &, sy, F>, gdzie:

S= {So, 81, 52, 53}

X={a, b}

F={so}

O(s0, @) = 53, (50, b) = 51
(51, @) = 53, o(s1, b) =50
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5(52’ (l) = 50, 5(S2, b) =383
6(5'3, a) =5, 5(“93’ b) =5

mozna przedstawi¢ graficznie w postaci pokazanej na rysunku 7.4.

Rys. 7.4. Graf przej$é stanéw automatu

Mozna tez tatwo sprawdzié, Ze jezykiem formalnym akceptowanym przez automat
jest L < {a, b} taki, ze

L= {a] len(a|,) jest parzysta oraz len(cf,) jest parzysta},

gdzie: len(c) oznacza diugo$¢ ciagu ¢ a @, oraz o, oznaczaja podciagi ciagu o
ztozone wyltacznie z symboli a oraz b. |

Pomigdzy skoficzonymi automatami RS a gramatykami zachodza nastepujace zwiazki:

¢ Dla kazdego jezyka formalnego klasy L; istnieje skoficzony automat RS akceptu-
jacy ten jezyk, to znaczy kazde skoficzone obliczenie automatu koriczy sig osia-
gnigciem stanu koficowego.

* Kazdy jezyk akceptowany przez skoficzony automat RS jest jezykiem klasy Ls.
Jezyki klasy Ly nazywa sig jezykami regularnymi.

R_Ozpoznawanie jezykéw klasy L,, czyli jezykdow bezkontekstowych, moze byé row-
fliez realizowane przez automaty, z tym ze sa to bardziej zlozone automaty, nazywane
dutomatami ze stosem (rys. 7.5).

Stos jest pewnego rodzaju pamigcia, w ktérej przechowuje sie ciagi symboli z danego
'®pertuaru symboli. Na stosie mozna wykonywaé dwie zasadnicze operacje: dopisy-
fvi_mia symbolu do stosu lub odezytywania i zdjecia elementu ze stosu. Jezeli zawarto-
fC1q stosu jest ciag symboli g, g3 ... g, to dopisanie symbolu ¢’ polega na dotaczeniu
£0 na poczatku ciagu, czyli zmieni jego zawartoéé na q¢'q; ¢, ... qx, zdjecie natomiast
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clementu ze stosu polega na usunigeiu elementu na poczatku ciagu, czyli zmieni jeg

zawarto$é na gz ... gx-

stos
Urzadzenie
- e 0
sterujaco- | <€ > u | I i
-czytajace
X1 X o0 X €

analizowane stowo T znacznik kofica

Rys. 7.5. Automat ze stosem

Automat ze stosem AS jest definiowany jako siodemka
AS=<S’)(, Qa 5:S0’ QO,F>
gdzie: ,
S jest skoficzonym zbiorem stanéw, -
X  jest alfabetem — zbiorem symboli wej$ciowych, .
Q jest skoficzonym zbiorem symboli sktadowanych na stosie,
J:SX(XU{‘C:})XQ'_)@]M(SXQ) )
jest funkcja zmiany stanu i zawarto$ci stosu (0 5,(Z) oznacza rodzing wszys
kich skoficzonych podzbiordéw zbioru Z),
Sp  jest stanem poczatkowym, ‘ .
go jest symbolem poczatkowym znajdujacym sig na stosie,
Fc § jest zbiorem standéw koncowych.

Jezeli zbidr O(s, x, q) dla kazdego se S, xe X, g€ Q zawiera co najwyzej j.eden elemc?n
to automat AS jest automatem deterministycznym, w przypadku przeciwnym — J€s
automatem niedeterministycznym.

Dziatanie automatu A4S przebiega krokowo, a w kazdym kroku nastepuje zmiana kom
figuracji automatu. Konfiguracjami automatu sa tréjki:

<s, 0, > Sx X x Q"

gdzie: .
s jest aktualnym stanem urzgdzenia sterujaco-czytajacego, .

w jest czg$cia analizowanego stowa, nieprzeczytang jeszcze przez glo\fwf:q ‘czyta'
jaca; pierwszy symbol ciggu @ znajduje sie pod glowicg czytajaca; jezeli sym=
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bolem tym jest £ (stowo puste) oznacza to, ze cale stowo zostato juz przeczy-
tane,
o jest aktualng zawarto$cia stosu.

Krok dziatania automatu A4S polega na przejéciu z konfiguracji do konfiguracji w wy-
niku przeczytania pojedynczego symbolu analizowanego stowa. Przejécie takie bedzie

opisywane relacja —— i zapisywane w postaci
<5, x@, o> ——<s', @, for>

jezeli zbiér &(s, x, q) zawiera parg <s', B>, gdzie s, s'e S, xe X U {e}, weX', qe©
oraz o, fe Q.

Jezeli x # & to automat A4S jest w stanie s, x jest symbolem znajdujacym sie pod
glowica czytajaca, ¢ jest symbolem bedacym sie na szczycie stosu. Automat prze-
chodzi do nowego stanu s’, przesuwa glowice czytajaca o jedna pozycje w prawo
i zamienia symbol na szczycie stosu ciagiem B zlozonym z elementdéw zbioru sym-
boli Q. Jezeli B = &, to usuwa si¢ element ze szczytu stosu, skracajac tym samym
jego zawarto$¢.

Jezeli x = §, to oznacza, ze cale stowo zostato przeczytane. W kroku tym, nazywanym
&krokiem, automat A4S nie przesuwa glowicy czytajacej, jednak stan automatu i za-
warto$¢ stosu moga sie zmieniaé.

Poczatkowa konfiguracja automatu A4S jest <so, @, g¢>, co oznacza, ze automat znajdu-
je si¢ w stanie poczatkowym soe S, pod glowica czytajaca znajduje sie pierwszy sym-
bol analizowanego stowa weX’, a zawartoscia stosu jest tylko jeden poczatkowy
symbol goe Q. Konfiguracja koficowa jest konfiguracja postaci <s, & &>, gdzie se F.

Stowo jest akceptowane przez automat A4S, jezeli
<S(), @, QO>‘*—><S, & €>’
gdzie — jest zwrotnym i przechodnim domknieciem relacji —— .

Zbiér wszystkich akceptowanych stow, oznaczany L(AS), stanowi jezyk formalny
akceptowany przez automat A4S.

Przyklad 7.13
Automat A4S postaci <, X, Q, &, so, o, F>, gdzie:

S= {so, 51, 52}
X={0, 1}

Q =3 {‘]O, 0}
F= {so}

d(s0, 0, o) = {<s1, 0g¢>}
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8(s1,0,0) = {<s, 00>}
8(s1,1,0) = {<s,, £>}
(52, 1,0) = {<s3, £>}
O(s2, & go) = {<S0, £>}

Zilustrujmy dzialanie automatu podczas analizy konkretnego stowa 0011:

<sg, 0011, go> —> <sy, 011, Ogp>
—> <sy, 11, 00g4>
— <85y, 1, 0go>
—> <8, & qo>
—> <5g, &, E>

Ogélnie, mozna pokazad, ze:

<s0, 0, go> — <s1, § 0g¢>
<s, 0/, Ogo> — <, 8 Oi+IQO>
<sy, 1, 0" go>—— <s,, £ 0'gp>

<5y, 1/, 0'ge>—— <53, & qo>

<52, & o> ——> <50, & £>

Na tej podstawie mozna pokazad, ze dla n 2 1 zachodzi

2041
<s0, 0"1", go>—""— <sy, &, £>

oraz
0
<80, &, go=—> <80, &, 9o~

co oznacza, ze zbior akceptowanych stow zawiera si¢ w jezyku L = {Q"l" | n 20}
| Pomijamy tu pokazanie faktu, Ze automat akceptuje stowa tylko z tego jezyka.

Rozpoznawanie jgzykéw klas L, oraz L, jest jeszcze bardziej zlo?qne. Pomijaj
szczegbly, ograniczymy sig tu do stwierdzenia, Ze do rozpoznawania jezyka dowol

nej klasy, a wiec réwniez klasy Ly, mozna zbudowaé odpowiednig maszyng Tu
ringa.

Uwaga

Bardziej szczegbélowe informacje o jezykach formalnych, gramatykach i automas
tach skoniczonych mozna znalezé na przyktad w ksiazce [Hopcroft, Ullman 2003].

Pojecie automatu skonczonego jest czesto uzywane w réznych obszarach in.fo'rmf:l‘
tyki, zwlaszcza w projektowaniu uktadéw cyfrowych z pamigcia (w odrozr‘uenllu
od ukladéw cyfrowych bez pamiegci — bramek logicznych, zob. rozdz. 9.). Najczes-
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ciej spotykanymi tam pojeciami sg skonczone automaty Moore’a i automaty
Mealy’ego. Oba automaty sa modelami ,,czarnej skrzynki” z jednym wejsciem
i jednym wyj$ciem (rys. 7.6). Na podstawie ciagu symboli czytanych na wejéciu
automat podaje na swoje wyjécie inny ciag symboli; ciag wyjsciowy jest wynikiem
przetworzenia ciagu wejéciowego. Poniewaz automaty te mozna stosowaé zamier-
nie, ponizej podaje sig tylko definicje automatu Moore’a AM:

AM=<.X, Y,S, é: /1, S0~
gdzie:

X jest skoficzonym zbiorem symboli wejSciowych,
Y jest skoficzonym zbiorem symboli wejéciowych,

§ jest skoficzonym zbiorem stanéw,
0:XxS— S jest funkcja przejsé,
A8 — Y jest funkcjg wyjsc,

so jest stanem poczatkowym.

X1 X2 Xn

11

AM
(stan s,)

U

B4 Y2

Vn

Rys. 7.6. Schemat automatu Moore’a

Automat AM przetwarza ciagi xi, x3, ..., X,,, .

.. symboli alfabetu wejsciowego X

W ciagi y1, y2, ...y Vi, ... Symboli alfabetu Y. Przetworzenie to jest okre$lone nastepu-

Jaco: Niech
50y S1y 52, cevy Spy ooe
bedzie ciggiem stanéw takim, ze
Spr1 = O(xg, si), dlak=1,2, ... n, ...

wowezas y; = A(sp).
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Cwiczenia

1. Niech A =ger {+, =}. Ktére z ponizszych zdan s prawdziwe?
a) Mozna utworzy¢ co najwyzej skoficzona liczbg jezykéw formalnych nad alfabe
tem A. :
b) Mozna utworzy¢ dokladnie 4 stowa nad alfabetem 4.
¢) Zbiér { ++, +++, =, +=} jest pewnym jgzykiem formalnym nad 4.

. . , 10.
d) Nad alfabetem 4 mozna utworzy¢ dokladnie 2% jezykow formalnych.
e) Zbiér wszystkich stéw nad alfabetem A definiuje pewien nowy alfabet A”.
2. Niech 4 =4 {0, 1}, B =4 {0, 1, 2, ..., n} oraz C = Nat. Ktdre pary sposréd zbioré .
A", B', C" sa zbiorami réwnolicznymi? :
3. Czy zbiér liczb naturalnych Nat jest réwnoliczny ze zbiorem Nat' - zbiore =
wszystkich skonczonych ciagéw nad Nat? :
4. Czy zbiér wszystkich jgzykéw formalnych nad przeliczalnym alfabetem A4 jest prz
liczalny?
5. Niech L bedzie jezykiem formalnym nad alfabetem {0, 1}. Dwa stowa u, v € {0, 1
s rownowazne wzgledem jezyka L, co oznacza sig u ~,, v, jezeli
Vxe {0,1} e (u*xeL & v xel)
. 13
Pokazaé, ze ~, jest relacja rOwnowazno$ci.
6. Przedstawi¢ klasy abstrakcji relacji rownowaznosci stow ~, wzgledem nastepuyj %
cych jezykéw:
a) Li={1"|1<n<6} =
b) Ly={0"1"| neNat}
c) Ly=(0011) 16

7. Pokazad, ze je$li dla pewnych stéw ue L oraz ve {0, 1}* zachodzi uve [u].,, gdzi
-L jest relacjg rownowaznoscei stow wzgledem jezyka L, to u™v"e L dla dowolneg
ne Nat.

8. Dana jest gramatyka G = <T, N, P, §>, gdzie:
T'=y4s{4, B, C}
N=gr{a, b, ¢}
P=ys{a::=A4}ad|bC
b= BcC
cu:=abC|ABc | AbC}

t
Il
Q
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Czy stowa 44A4A, ABCA naleza do jgzyka generowanego przez G? Podaé zbi6r
wszystkich stéw dlugosci 1, 2 i 3 nalezacych do jezyka generowanego przez G.
Scharakteryzowa¢ zbidr wszystkich stéw generowanych przez gramatyke G. Czy
mozna zdefiniowaé ,,prostsza” gramatyke, ktéra generuje taki sam jezyk formal-
ny jak gramatyka G?

Przedstawi¢ drzewa rozbioru sktadniowego dla wszystkich stéw dlugosci 4 gene-
rowanych przez gramatyke z zadania 8.

Czy jednoznaczne sg gramatyki:
a) gramatyka z zadania 8.,
b) G=<{a,+*}, {S}, {S:=5+S5|S*S|a}, S>.

Zdefiniowa¢ gramatyke generujaca jezyk L = {a"b"c" | m, n > 1}. Zbadaé, czy
gramatyka jest jednoznaczna.

Zdefiniowac¢ gramatyke generujaca nastepujace zbiory:

a) zbiér wszystkich palindroméw (stéw, ktére mozna odczytywaé zaréwno
w przdd, jak i wspak) nad alfabetem {a, b},

b) zbidr wszystkich stéw nad alfabetem {a, b} zawierajacych dokladnie dwa ra-
zy wigcej symboli a niz symboli b,

¢) L={a'blc*|i#jlubj=k}.

- Dana jest gramatyka G = <{a, b}, {S}, {S = aS'| aShS | &}, $>. Udowodni¢, ze

L(G) = {x | kazdy przedrostek x ma co najmniej tyle symboli a, co symboli b}

- Dla znanego jezyka programowania, na przyktad Pascal, C, C++, zdefiniowaé

gramatyke okre$lajaca wybrany podzbior wyrazen arytmetycznych z tego jezyka.

- Przedstawi¢ w postaci diagraméw skladniowych produkcje gramatyk zdefiniowa-

nych w zadaniach 5., 7.1 8.

- Symbol nieterminalny Ae N gramatyki jest zbedny, gdy jest nieaktywny lub nie-

osiggalny. Symbol A€ N jest nieaktywny, gdy jezyk generowany przez gramatyke
G4 =<T, N, P, 4> jest pusty. A€ N jest nieosiagalny, gdy nie wystepuje w zadnym
slowie wyprowadzanym w gramatyce G. Wskazaé zbedne symbole nieterminalne
w gramatyce G = <T, N, P, §>, gdzie:

T=def {A, B, C}

N=y{a, b, c,d}

P=gr{a:=A|ad|bC|AcA

b::==BcC|cAc
¢ :=abC | ABc | AbC
d::=ad|dbC}
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17. Gramatyke G = <T, N, P, §>, gdzie:
Tzdcf {A’ B}
N=dcf {[l, b: C}
P‘-'def {C =a ' b
a:=Ab|Bc|B

b:=ab|bA|ac|B}
S=c

przeksztalcié do stabo réwnowaznej gramatyki bezkontekstowej, niezawierajae
zbednych symboli.

18. Zdefiniowaé automat z pamigcia stosowa, rozpoznajacy stowa jezyka
L={cd'| ac{a, b}"}

8. Algebry abstrakcyjne

8.1. Algebry jednorodzajowe

Jednorodzajowa algebra abstrakeyjna, albo krétko — algebra, nazywa sie pare

ALG =4er <4, {C1, -y €} U {fi, oo Ju}> dla me Nat, ne Nai\{0}
w ktorej:

A jest dowolnym zbiorem, zwanym nosnikiem algebry,
c; sa stalymi algebry, to znaczy c;e 4, dlai=1, ..., m,

J; sa operacjami albo dzialaniami algebry, to znaczy k-argumentowymi funkcjami
0 sygnaturze
fi A5 -4
gdzie: ke Nat\{0},7 =1, ..., n.
Statg algebry ¢; mozna takze rozumieé jako funkcje zeroargumentows, to Znaczy jako
funkcjg o sygnaturze
Ci.—> A.
Uwaga
Algebry beda tez definiowane jako pary:

ALG =def<A, {C], o009 C,,,,ﬁ, ...,ﬁ,}>
lub

ALG =g <A, F>

gdzie drugim elementem pary jest zbiér stanowiacy sume mnogosciowg zbioru
stalych i operacji. Wynika to z faktu, ze stale mozna traktowaé jako funkcje ze-
roargumentowe.

Przykiad 8.1

Przykladem prostej algebry jest zbiér liczb naturalnych Nat z operacja dodawania I
ALGN{I( =def <Nat’ {Oa 1} 1% {._+_}>
gdzie:

0,1: - Nat
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sa operacjami zeroargumentowymi, a

+ Nat* — Nat

l,J‘Es_t_c@waniem.

Nalezy przypomnie¢, ze podkreslenia obok symbolu funkeji wskazuja potozenie a
gumentow.

Przyklad 8.2

I Bardziej ztozona jest algebra okreslona na zbiorze liczb calkowitych Catkowi
z operacjami dodawania, odejmowania i mnozenia

ALGCalkowile =def <Calk0Wite, {0, 1} W) {_+ y = * }>

gdzie: 0 oraz 1 sa statymi, czyli maja sygnatury:
0, 1: — Calkowite
a+, —, * sa symbolami operacji dwuargumentowych o sygnaturach:

m Catkowite® = Catkowite

+

Nalezy zauwazy¢, ze odejmowanie moze by¢ rowniez traktowane jako zmia
znaku liczby. W tym przypadku symbol bylby symbolem przeciazonym, a odp:
wiadajaca mu sygnatura miataby postaé

~_: Catkowite — Catkowite

Algebra z tak dotaczona operacja mialaby natomiast postaé

I _______

W dalszych przyktadach dla symboli funkcyjnych dwuargumentowych bedzie stos
wana notacja wrostkowa, a podkre$lenia w napisach okre$lajacych sygnaturg be
pomijane.

Przyklad 8.3
|

Algebra stéw nad pewnym alfabetem A4 jest zdefiniowana
ALG 4« =dcf<A*, {e} U {A} >

gdzie:
A’ jest noénikiem algebry,
£: — A" jest stowem pustym, czyli stalg algebry,
L ~i A" x A" — A jest konkatenacja, czyli dwuargumentowym dziataniem.
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przyklad 8.4

o . . . . . s 2.8 g
¢ W programowaniu przez typ danych rozumie si¢ pewien zbidr wartosci i zestaw]

zwiazanych z nim operacji. Powszechnie uzywany typ logiczny jest okreslony
przez zbidr

Boolean =4 {false, true}
oraz przez zestaw operacji o nastgpujacych sygnaturach:
not : Boolean — Boolean

and, or : Boolean® — Boolean

gdzie: not, and oraz or sa operacjami negacji, koniunkcji i dysjunkcji. Definicje
tych funkceji przedstawia tablica:

a b not(a) | aandb | aorb

Jfalse false true Salse Salse

Jfalse true true false true
true Sfalse false false true
true true false true true

Zdefiniowane funkcje warto poréwnaé z definicja sp6jnikéw logicznych okreélo-

nych w podrozdziale 1.2. Rdznica miedzy tymi definicjami sprowadza si¢ do
roznicy symboli.

Algebra, ktéra jest modelem typu logicznego, ma zatem postaé
ALGgoolean =det <Boolean, {not, and, or }>

L Zbidr statych jest tutaj pusty.

Przyklad 8.5

W jezykach programowania odpowiednikiem wczeéniej przedstawiane;j algebry,]
okre$lonej na zbiorze liczb catkowitych Cafkowite, jest algebra okreslona na
zbiorze Integer z odpowiednikami operacji dodawania, odejmowania i mno-
Zenia:
ALGlnreger Zdef < Integer: {O’ 1} o {®’e’®}>
gdzie:
Integer =g¢ {—N, ..., N} jest tylko skoficzonym podzbiorem zbioru Cafkowite,
zaklada sig przy tym, ze N € NaA{0, 1},
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0 oraz 1 sa stalymi o sygnaturach:
0,1: — Integer

a ©,0,® sa — odpowiednio — symbolami dodawania, odejmowania i mnoz

nia o sygnaturach:

®,0,®: Integer* — Integer
Istotna réznica migdzy algebra ALGueger @ ALG Cattowie Wyptywa z definicji opera
w algebrze ALG yeqer. Z€ Wzgledu mianowicie na ograniczono$¢ zbioru Infeger o
racje dodawania, odejmowania i mnozenia nie sg funkcjami catkowicie okreslon
Aby odrdznié je od operacji okreslonych w zbiorze liczb Cafkowite, sa one zapis
wane inaczej. Definicje operacji algebry ALG e przedstawiajg sig nastgpujaco:
a+b gdyla+b| <N
nieokreslona w przypadku przeciwnym

ob= a-b gdyla-b| <N .
a ~def ] nieokreslona w przypadku przeciwnym

®b= axb gdy|a*b| <N
a ~def ] nieokreslona w przypadku przeciwnym

a®b=def{

Symbole wystgpujace po prawej stronie definicji, czyli funkcje dodawani
odejmowania, mnozZenia i warto$ci bezwzglednej, sa okre$lone na zbiorze lic
catkowitych i naleza do jezyka arytmetyki. Bez znajomosci tych funkcji nie mo
| nazrozumie¢ definicji nowych operacji.

Czg$ciowa okreslono$é operacji algebry ALGiy e ma interpretacje praktyczng. Br
okreslonosci operacji oznacza mozliwo$¢ powstania nadmiaru podczas wykonywani
programu. Powstanie nadmiaru podczas obliczenia programu prowadzi do wygener
wania wyjatku lub do zerwania obliczer z sygnalizacja biedu.

Algebry, ktére maja operacje okreslone czesciowo, moga byé uciazliwe w zastosow:
niach, dlatego — zwlaszcza w programowaniu — dokonuje si¢ pewnej modyfikacji &
kich algebr tak, aby uzyska¢ catkowita okreslonoéé ich operacji. Sposéb tej modyfik
¢ji wyjasnia przyklad algebry ALGyeger

Definiowana w przyktadzie algebre ALG pyegero(nadmiary Mm0Zna traktowaé jako algebraiqz
ny model catkowitoliczbowego typu danych wystepujacego w jezykach programowania:

Przyklad 8.6
|

Niech dana bedzie algebra -

ALGIIl/egeru{nadmiur) def <1nt€g€7' U{nadlniar}: {07 1} (& {$,ey®}>

Nos$nikiem algebry jest zbidr Integer z dolaczonym elementem nadmiar. Operas
cjami algebry sa operacje dodawania, odejmowania i mnozenia, oznaczane — jak

Algebry abstrakeyjne _ 139

poprzednio — symbolami: &,0,®. Operacje te maja inne sygnatury:
®,0,8 : (Integer U {nadmiar})* — Integer U {nadmiar}
Wszystkie operacje arytmetyczne maja wspdlna wlasnosé:
Jezeli wartoscia ktéregokolwiek argumentu operacji jest nadmiar, to wynikiem
operacji jest rowniez nadmiar, na przyktad nadmiar ®1 = nadmiar.

W pozostatych przypadkach, gdy oba argumenty operacji s r6zne od nadmiar, de-
finicje operacji sa nast¢pujace:
a+b gdyla+b] <N

a®b Sdef g .
nadmiar w przypadku przeciwnym

Jee a-b gdy|la—-b] <N
&t ) nadmiar w przypadku przeciwnym

4®b= a*b gdy|la*b| <N
4t \ nadmiar w przypadku przeciwnym

I I

Uwaga

Symbol nadmiar w powyzszym przykladzie jest odpowiednikiem symbolu L,
wprowadzonego w podrozdziale 3.7 na oznaczenie nieokre$lonoéci funkcji. Sym-
bol nadmiar odnosi sig réwniez do sytuacji, gdy funkcja jest nieokre§lona, a ponad-
to wskazuje na przyczyne nieokreslonosci.

8.2. Algebry wielorodzajowe

Uogdlnieniem algebr jednorodzajowych sa algebry wielorodzajowe [Ehrig, Mahr
1985]. Uogélnienie polega na zastapieniu pojedynczego nosnika skoficzona rodzina
nosnikéw. Algebra wielorodzajowa jest zdefiniowana jako uktad

ALG =got <{A}, ..., Ai}, {C1y ooy Cu} U s - i} dla me Nat oraz k, ne Nah\{0}
edzie:

4y, ..., A sa dowolnymi zbiorami, nazywanymi nosnikami algebry,

¢ jest stalq algebry, to znaczy c; e 4;,dlai=1,..,mjel,..,k}

fi jest operacjq algebry, dla J =1, .., n, to znaczy jest k-argumentows funkcja,
k; € Nat \{0}, o sygnaturze:

fi 4 x...xAjkj —>Ajk0
gdzie:

Jts - ji €{l, ..., k} sa indeksami no§nikéw, ktére sa argumentami operacji,

. _jest indeksem nosnika, ktéry jest wynikiem operacji.
Ty jest wyn
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Uwaga ‘ T
Algebra wielorodzajowa bedzie tez oznaczana krocej

ALG =ger <A, F>

gdzie: A jest zbiorem no$nikéw, a F jest zbiorem operacji, w tym operacji zeroa
gumentowych, czyli statych.

Przyklad 8.7
r'ﬂ)zpatruje sie dwurodzajowa algebrg okre§long na liczbac.h caIkoYVitych, k.t(')
— oprécz operacji arytmetycznych: dodawania, odejmowania, mnozenia, dzxe{:l
nia calkowitoliczbowego — obejmuje réwniez operacje por()wnywan‘la llf:zb: ré
ny, nie mniejszy. Argumentami zaréwno dziataf arytmetyqznych, jak i ope.rat
row poréwnania sa liczby, wynikami dzialan sa takze 11czby, W}‘l.mkan'u Z
poréwnan sg wartosci logiczne. Tym samym wprowadzenie operacji porown
wprowadza niejawnie dodatkowy noénik zawierajacy wartoéci logiczne. Mo
nim by¢ na przyktad zbiér

Boolean =4 {false, true}

Algebre mozna przedstawié jako algebre dwurodzajowa
ALG catkovite =def
<{Catkowite, Boolean}, {0,1} U {-, +, -, *,/,=,2}>

gdzie:

0, 1 sg stalymi liczbowymi, zerem i jedynkq, _
—: Cafkowite — Catkowite jest jednoargumentowsa operacjq zmiany znd
liczby, .
+, —, * /| : Catkowite® = Calkowite sa dwuargumentowymi operacjami dod
wania, odejmowania, mnozenia i dzielenia, '
=, > : Catkowite* — Boolean sa dwuargumentowymi operacjami porowan

I roéwny i nie mniejszy.

Algebry wielorodzajowe moga by¢ modelem zlozonych typdéw danych.

Algebra ALGcaponie moze byé potraktowana jako pewna charakterystyka catkowito
liczbowego typu danych spotykanego w jezykach programowania. Charakterystyk'c_l t
nie uwzglednia ograniczonoséci zbioru wartoéci typu. Peing charakterystyka typu J€8
algebra przedstawiona w przykladzie 8.8.

Przyklad 8.8
I Typ catkowitoliczbowy na zbiorze
Integer =4t {-N, ..., 0, ..., N}
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ma okre$lone operacje arytmetyczne: zmiany znaku —, dodawania ®, odejmo-
wania ©, mnozenia ®, dzielenia calkowitoliczbowego @, oraz ma operacje po-
rownywania liczb: réwny =, nie mniejszy 2, ktérych wartoéciami sa elementy
zbioru

Boolean =y {false, true}

Pelny model typu catkowitoliczbowego mozna przedstawié Jako algebre dwuro-
dzajowq

ALG ytegerosnadmiary =daer <{Integer U{nadmiar}, Boolean}, {0,1} U
{_7 6’ e) ®a ®’ => 2}>

State i operacje algebry maja sygnatury:
0, 1:— Integer
—: Integer — Integer
®, ©, ® : (Integer U{nadmiar})* — Integer U {nadmiar}
@ : (Integer U {nadmiar})* - Integer U {nadmiar}
=, > : Integer* — Boolean

Oprécz operacji dzielenia, pozostale operacje definiuje sie¢ podobnie, jak w przy-
kladzie 8.6. Definicja operacji dzielenia przedstawia sig nastepujaco:
alb gdy ae Integer, be Integer \{0} oraz|a/b|< N
a @ b=yrinadmiar gdy ac Integer, be Integer\ {0} oraz|a/b|> N
nadmiar gdy b=01uba=nadmiar lub b= nadmiar

Operacje poréwnan sa obcigciem funkcji poréwnan = oraz >, okreslonych na
zbiorze liczb catkowitych Catkowite, do zbioru Integer. |

8.3. Termy

/. kazda algebra jest zwiazany pewien zbidr napiséw, ktére powstaja ze zlozenia sym-
boli stalych, zmiennych i dzialan algebry. Zbidr ten nazywa sie zbiorem terméw. Po-
llizej przedstawia sie definicjg terméw, najpierw dla algebr jednorodzajowych, a na-
slepnie dla wielorodzajowych [Ehrig, Mahr 1985]. Niech

ALG =def <A, {CI: cery cm} U {fia "'7f;l}>

bedzie pewna algebra jednorodzajowa oraz niech V bedzie zbiorem zmiennych, to
“Naczy symboli, ktérym mozna przyporzadkowywac pewne wartoéci z dziedziny 4.

Symbolem Termy (V) oznacza sig zbidr terméw algebry ALG nad zbiorem zmien-
flych V. Zbidr ten jest zdefiniowany rekursywnie w sposéb nastepujacy:



142 Rozdzial 8

o Vc Termyc (V) oraz {ci, ..., cm} < Termyc(V), to znaczy, ze zmienne i state

termami,
tye Termyr (V), czyli napisy ¢, ..., & sa termami oraz f; jest dzi
ey ti)e Termy(V), czyli napis posta

.jCZEIi £y oeny
laniem k-argumentowym, to f; (¢,
fi(t, ..., 1) jest termem.

Uwaga .
Jezeli ty, tye Termy (V) oraz f; jest dzialaniem dwuargumentowym zapisyw
nym w konwencji wrostkowej, to za term bedzie przyjmowany napis (4 f; %)
Termy (V).

Termy sa stowami nad pewnym alfabetem wyznaczonym przez dang algeb.r
W sklad takiego alfabetu wchodzg symbole statych, zmiennych, dziatan oraz nawi
s6w i przecinka. Jak wynika z definicji, termy sa napisami ztozonymi w tym sensie,
term moze sie sktadaé z czeéci sktadowych, kt6re réwniez sa termami. Termy, ktore
czesciami sktadowymi innych terméw, nazywa si¢ podtermami. Dokladniej: term
jest podtermem termu &, gdy ¢ jest podstowem stowa ¢,.

Zbiér terméw nad pustym zbiorem zmiennych, czyli Termy,, (), nazywa sig zbiore
termow stalych.

Termy sa napisami, ktére wyrazaja pewne znaczenie — reprezentujg one wartosci
zbioru A. Inaczej: sa one tekstowa reprezentacja pewnych wartosci, nalezacych
noé$nika 4. Termy stale Term, (D) wyrazaja bezpoSrednio pewne wartosci. Term
w ktérych wystepuja zmienne Term g (V), rOwniez reprezentuja pewne wartosci, a
wartosci te zaleza od warto$ciowania zmiennych, czyli od wartosci, jakie sa przyp
rzadkowane zmiennym V. Wartosciowanie zmiennych jest wyrazane przez funkcjg
0 sygnaturze

v:V—> 4

Warto§¢ funkcji v(v) dla zmiennej v wyznacza pewien element ze zbioru A4, kté
zmienna ta reprezentuje.

W dalszym ciagu bedzie sie pisaé Term(&D) i Term(V), gdy z kontekstu wiadomo
o jaka algebre chodzi.

Przyklad 8.9
|

Do zbioru terméw statych Term(D), generowanych przez algebre
ALGNM “def <Nats {O’ 1} U {+}>

gdzie + jest — jak poprzednio — dodawaniem w zbiorze liczb naturalnych, zapi=
sywanym w notacji wrostkowej, naleza na przyklad napisy:

0,1,(0+0),(0+ 1), (1 +0),(1+1),0+(0+0), O+ O+1)

Algebry abstrakcyjne 143

Przy zapisie w notacji przedrostkowej te same napisy przyjma postac:
0, 1, +(0, 0), +(0, 1), +(1, 0), +(1, 1), +(0, +(0, 0)), +0, +(0, 1))
Niektére termy, na przyktad 1, (0 + 1), (1 +0), ((0 + 0) + 1), reprezentuja t¢ samgq

warto$§¢ — liczbeg naturalng 1. Zblor termow reprezentujacych te sama warto$é jest
oczywiscie nieskonczony.

Niech V'= {a, b, c}. Do zbioru terméw Term(V) generowanych przez algebre
ALGnq bgda na przyklad nalezeé:
a,b,c,(a+0),(0+b),(a+c),(ctb),(a+(d+0),(1+(b+1))
Jezeli zatozy¢ funkcje warto$ciowania
v={<a, 1>, <b, 0>, <c, 1>}
to wyzej wymienione termy bgda kolejno reprezentowaé wartosci:
B 1,0,1,1,0,2,1,0,2

Zbior terméw dla algebry wielorodzajowej

ALG =ger <{A1, .., Ai}, €11 s €} U i, o fi}>  dla meNat oraz k, ne Nat\{0}
jest bardziej zlozony. Wynika to z podzialu terméw na rodzaje. Rodzaj termu wskazu-
je na jedna z dziedzin Ay, ..., A, algebry ALG, ktérej wartosci term reprezentuje.
Niech V; bedzie zbiorem zmiennych rodzaju 4, Zbiorem wszystkich zmiennych jest
V=7V ..V V. Zmienna ve ¥, jest rodzaju 4; (i = 1, ..., k), co bedzie zapisywane
v: 4;. Zmiennej ve ¥; mozna przyporzadkowywaé wartoéci tylko ze zbioru 4,.

Stale takze maja sw6j rodzaj. Dla ce {c, ... c,,,} zapis ¢ : A; oznacza, ze stala c jest
rodzaju 4, czyli jest elementem zbioru 4; (i = 1, ..., k).

Dalej, zamiast pisaé rodzaj 4;, bedzie sie pisaé krétko rodzaj i.

/biér terméw rodzaju i (i = 1, ..., k) dla algebry wielorodzajowej ALG nad zbiorem
/miennych V, oznaczany Term; (V) jest zdefiniowany rekursywnie w sposéb naste-
Pujacy:
* jezeli ¢;: 4, to ¢;€ Term; (V)
Vic Term; (V)
* jezeli napisy ¢, ...,

I, sa termami rodzajéw iy, ..., i, oraz fj :Ajl ><...><Ajk — 4

jest dziataniem k-argumentowym, to napis postaci fi(t, ..., 1) jest termem rodza-
Jui, czylifi(h, ..., t)e Term(V).

Z blor wszystkich terméw dla algebry wielorodzajowej ALG nad zbiorem zmiennych
8 0znaczany T erm(V) jest okre$lony jako mnogoéciowa suma

Term(V)= U Term, (V)
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Uwaga . ., N b
W programowaniu przyporzadkowanie rodzajow statym, zmiennym oraz wyraze

niom nazywa sie typowaniem lub typizacjq. Typizacja przejawia sig .w,sposobi
deklarowania stalych i zmiennych, w rozréznianiu na pr.zykkafi wyrazen arytrr.1e
tycznych i logicznych, w sprawdzaniu poprawnego uzycia zmiennych w wyraze
niach itd.

Przykiad 8.10
W zdefiniowanej wcze$niej algebrze

ALG lutegere {nadmiar)y =def
< {Integer U {nadmiar}, Boolean}, {0, 1} U {-, ®, 6, ®, @, =, 2}>
wyréznia sig dwa rodzaje terméw: Integer U {nadmiar} oraz Boolean. Zakla
sie, ze:
Integer = {~10, ..., -1, 0, ..., 10}.
Niech ponadto Viegeronadmiary =det {@, b} 01aZ Vpootean =45 D.

Termami rodzaju Integer U {nadmiar} sa na przyklad:
0,1,a,b,(a®© b),(ad (a®b)).

Termy te reprezentuja pewne wartosci ze zbioru Integer U {nadmiar}, przy czym z
leza one od warto$ciowania v zbioru zmiennych. Niech v = {<a, 3>, <b, 4>}.

Term 0 reprezentuje woéwczas warto$¢ 0, term a — wartosc 3, Ferm b- wgrtosc
aterm (a © b) — warto$¢ 7. Wartoscia termu (@ © (a ® b)) Jest.naﬁt‘ommst na
miar, gdyz warto$cia jego podtermu (a®b) jest nadmiar, poniewaz a*b > 10.

Termami rodzaju Boolean sa na przyklad:
(eeb)=(1®aqa), (a®b2(b2a)

| Warto$ciami obu terméw, przy wartoéciowaniu v, jest false.

Wartoéci terméw przy danym warto§ciowaniu v w algebrze
ALG =gos <{Ay, ..., Ag}, {C1, ooy Cu} U {fis . fu}>  dla meNat oraz k, ne Nat\{0}
mozna zdefiniowaé ogdlnie.

Przez WAR, (t) oznacza sie warto§é termu ¢ przy warto§ciowaniu v. WAR, jest funkcj@
0 sygnaturze

WAR, : Term(V) — A
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Term(V )= UTerm,. v),

i=l

Funkcj¢ obliczania wartosci terméw WAR, mozna zdefiniowaé rekursywnie w sposéb
nastgpujacy:
* jezeli term jest postaci v, gdzie v jest zmienng, czyli ve ¥, to WAR,(v) = w(v),
* jezeli term jest postaci c, gdzie c jest stala, czyli ce {c,, ..., ¢}, to WAR,(c) =,
» jezeli term jest postaci f(z, ..., ), gdzie fiest k-argumentowym dzialaniem, czyli
felfi, o fuls 11, .., b 53 termami, czylity, ..., tr€ Term(V), to
WARv(f(tl’ H) tk)) =f(WARV(t1), ooy WARv(tk))
Niech Term,; (&) bedzie zbiorem terméw statych pewnej algebry ALG. Warto§¢ ter-

mu statego ¢ nie zalezy od warto$ciowania v. Dla dowolnych dwéch wartoéciowan v
oraz v’ zachodzi zatem

WAR,(£) = WAR,(2)

Niech WAR(r) oznacza warto$é termu stalego ¢. Definiuje sig relacje binarna = na zbio-
1ze termow statych:

jezelity, tye Termy, (D), to t, = 1, wtedy i tylko wtedy, gdy WAR(t,) = WAR(t)).

Relacja = jest oczywiscie relacjg réwnowaznoéci i wyznacza podzial zbioru terméw
statych na klasy abstrakeji. Do jednej klasy abstrakcji naleza wszystkie termy tego
Samego rodzaju, ktére reprezentuja te sama wartosé. Oznacza to, ze relacje ~ mozna
byltoby okreslié jako rodzing relacji binarnych zdefiniowanych na podzbiorze terméw
statych ustalonego rodzaju, czyli = =4 {~, ..., ~}, gdzie ; dlai=1, .. k jest zdefi-
lowane;

jezeli ty, t € Term(D), to ¢, = t, wtedy i tylko wtedy, gdy WAR(z)) = WAR(t).

Przykiad 8.11

Dla algebry ALG,,,,cge,U{,,,,,,,,,,-,,,}, zdefiniowanej we wcezedniejszym przykladzie, re
lacja R wyznacza podziat terméw statych rodzaju Integer U {nadmiar} na klasy

abstrakeji, z ktérych kazda reprezentuje termy przyjmujace wartoéci —10, ..., —1,
0, ..., 10 oraz nadmiar. Kazda z klas zawiera nieskonczenie wiele terméw. Na
przyktad do jednej klasy terméw o wartoéci 0 naleza migdzy innymi:

0 (e 1)® 0 1e2)yed)el)
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Do klasy terméw o wartoéci nadmiar naleza migdzy innymi:
l_/_‘—(’linadmiar) ((0 © nadmiar) ® 1) (((1@0)©0)©0)
Niech Termarg(V') bedzie zbiorem termow algebry ALG na zbiorem zmif:nnych V. N
sbiorze tym mozna réwniez zdefiniowacd relacje rownowaznosci, ktéra jest uogolnie
niem relacji rownowaznosci =, zdefiniowanej na zbiorze terméw statych. Bedzie on
oznaczona tym samym symbolem = i bedzie zdefiniowana jako rodzina relacji

= Zdef {zl’ very zk})
gdzie = dlai=1, .., k jest zdefiniowane:

jezeli ty, t, € Term(V), to ty =i 1, wtedy i tylko wtedy, gdy WAR,(1\) = WAR,(%,) d
kazdego wartoSciowania v.

Jezeli dwa termy naleza do jednej klasy abstrakcji wyznaczonej przez relacjg =, to dl

dowolnie wybranego warto§ciowania reprezentujg one tg sama wartosc.

Przyklad 8.12
I Dla poprzednio rozwazanej algebry

ALG Catiowite =aet <{Catkowite, Boolean}, {0, 1} U {—, +,-, *,/,=, 2}>

i zbioru terméw nad zbiorem zmiennych Veamowire =det {@, b} 0raZ  Vpootean =det
relacja =, wyznacza podzial terméw rodzaju Integer{nadmiar} na klasy ab..
trakcji, z ktérych kazda reprezentuje termy przyjmujace te wartosci dla dowolr'l
ustalonego wartoéciowania. Na przyklad do tej samej klasy terméw naleza mi

dzy innymi:
1 ((a—a)+1) (((1/1 = b) - 0) +b)
Do innej klasy naleza miedzy innymi termy:
| 4 ((a-b)+b) (((a*1) - D)+ b)
8.4. Algebry Boole’a

Wsréd algebr, ktore w informatyce maja szerokie zastosowania, szczegéing rolg od-
grywaja algebry Boole’a. Stanowia one pewna klase algebr zdefiniowana przez Okf‘?’
$lenie pewnych wiasnoéci wyrazanych w postaci réwnosci. Taki sposéb definiowanid
algebr nazywa sie definiowaniem réwnosciowym.

Algebrq Boole’a okre$la sig kazdg algebre o strukturze
BOOL =def <A7 {Oa 1} o {_’ +: *}>
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gdzie:

A jest dowolnym zbiorem, noénikiem algebry,
0,1 sa stalymi, nazywanymi zerem i jednosciq boolowskyq,
—  jest dzialaniem jednoargumentowym, nazywanym dopeieniem boolowskim,
+, * sa dzialaniami dwuargumentowymi, nazywanymi umownie dodawaniem i mno-
zeniem boolowskim (nie nalezy tych dzialar utozsamiaé z dziataniami arytme-
tycznymi ani mnogo$ciowymi),
ktéra ponadto, dla dowolnych a, b, ¢ € 4, spelnia nastepujace wlasnoéci:

l.(a+b)y=(b+a) (@a*b)y=(*a)
2.((@atb)tc)y=(a+(b+0) ((@*b)*c)y=(a*(b*c))
3.((atbh)y*c)=((a*c)+(b*0) ((@a*b)y+cy=((a+tc)*(b+c)
4.(a+0)=a (a*l)=a

S5.(a+(-a))=1 (a*(=a)=0

WiasnoSci te wyrazaja;

1. przemiennos¢ dodawania i mnozenia,

2. lqcznosé dodawania i mnozenia,

3. rozdzielnos¢ mnozenia wzglgdem dodawania oraz dodawania wzgledem mnozenia,

4. neutralnosé zera wzgledem dodawania oraz jedynki wzgledem mnozenia,

5. neutralnos¢ elementu odwrotnego wzgledem dodawania oraz wzgledem mnozenia.
Wiasnoéci sa wyrazane poprzez réwnosci. Rowno$¢ jest napisem postaci ¢ = t,, gdzie
sktadowe ¢, i ¢, sa termami ze zbioru Termppo, (V) nad dowolnym zbiorem zmiennych V.
Rownos¢ ¢ = ¢, jest spetniona, gdy dla dowolnego warto§ciowania v oba termy repre-
zentuja t¢ sama warto$¢, czyli WAR, () = WAR,(1,).

Od algebry Boole’a wymaga sig, aby byly spetnione wszystkie wyzej wymienione

réwnosci.

Przyklad 8.13
Tt

atwo sprawdzi¢, ze wczesniej zdefiniowana algebra
ALG ootean =d¢er <Boolean, {not, and, or}>

ma wszystkie wymagane wlasnosci, a zatem jest algebra Boole’a.

Przyklad 8.14

Niech U bedzie dowolnym zbiorem, a 2Y rodzina wszystkich jego podzbioréw.|
Podobnie mozna sprawdzié, ze algebra Boole’a jest struktura

BOOLy =4 <2", {@, U} U {\, U, N}>

w ktérej: 2Y jest noénikiem algebry, @ oraz U sa zerem i jednoécia, a dzialania
mnogo$ciowe \, U, N sa odpowiednio dopeinieniem, suma i iloczynem algebry.
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Ogoblniej, zamiast pelnej rodziny podzbioréw %U wystar(.:zy.przyjqé d.oYvolna_ j
podrodzine, zamknigta ze wzgledu na dzialania dopelnienia, sumy i iloczyn
Zamknieta jest na przyktad rodzina zlozona ze zbioru pusteg(? i zbioru pelneg
czyli {J, U}, to znaczy wynikiem kazdej z operacji wykonanej na elementach t
l rodziny jest element nalezacy do tej rodziny.

8.5. Homomorfizm algebr

Definiowanie algebry abstrakcyjnej wygodnie jest rozpoczynaé od opisania jej stru
tury. Najprostsza jej charakterystyka jest sygnatura.

Sygnaturq algebry nazywa si¢ parg

Sig = ot <5, OP>
gdzie: S jest niepustym zbiorem identyfikatorow (nazw) no$nikéw (rodzajéw)-, OP jes
zbiorem deklaracji operacji. Deklaracja operacji bedzie zapisywana w postaci

Op: 5182 ...8, 8
gdzie: op jest identyfikatorem (nazwa) operacji, s; s, ... s, jest lista, ktorej elementy s
82, ... $,€ S sq identyfikatorami rodzajéw argumentow, a se S jest 1dentyﬁl$atorem (n
zwa) rodzaju wartosci operacji. Deklaracja operacji o nazwie op wskazuj.e na nazw
zbioréw jej argumentéw i nazwe zbioru jej wartosci. Jezeli op jest operacja zeroar
mentowa, czyli stala, to jej deklaracja ma postaé

op:—>s
Zaklada sig, Ze kazda deklaracja operacji ma rézna nazwe operacji, dlatego dalej, za
miast pisaé (op : s; 53 ... 5, —> 5)€ OP, bedzie sig pisaé krétko ope OP.
Uwaga

Zapis postaci

OpD 818 .8, =S
nie jest tym samym co zapis

Op i8I XS X ... XS, —> s

Przyklad 8.15
I

Przyktady dwoch sygnatur Sig; =4 <S;, OP>dlai=1, 2, gdzie:
St =ger {4} OP =4s{e: > A,d: AA— A}

| S2=ar {4, B} OPy=¢s{e: > A,d:AA—>A,r:AA— B} B
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—

gygnatura jest tylko pewna charakteryzacja algebry, a nie okresleniem algebry. Moze
byé wiele algebr majacych t¢ sama sygnature.

Algebrq nad sygnatura Sig, krétko Sig-algebrg, nazywa sie pare
ALG =4 <4, F>
gdzie:
A =ger {4; | s€ S} jest rodzing zbioréw zwanych nosnikami lub dziedzinami algebry,
F =4 {fop | ope OP} jest rodzing funkcji zwanych operacjami algebry, przy czym
kazdej deklaracji operacji ope OP:
Op 81852 ..8,—>5F
odpowiada funkcja
Jop t Ay X X4, — A4,

Dwie algebry o tej samej sygnaturze nazywa sie algebrami podobnymi.

Przyklad 8.16

I Przyktadami dwoch algebr podobnych o sygnaturze Sig; z poprzedniego przyklaJ
du sa:

ALGI Zdef <Natr {1’ +}>

gdzie no$nikiem algebry ALG, jest zbiér liczb naturalnych Nat, stata 1 jest liczba
naturalng jeden, za$ operacja + jest dodawaniem w zbiorze liczb naturalnych.

ALGZ =def <N(ll, {1, *}>

Noénikiem algebry ALG, jest zbiér liczb naturalnych Nat, stala 1 jest liczba natu-
ralng jeden, za$ operacja * jest mnozeniem w zbiorze liczb naturalnych.

Przyktadami dwéch podobnych algebr dwurodzajowych o sygnaturze Sig, sa:
ALG; =g <{Nat, Logiczne}, {1, +,=} >

Nosnikami algebry ALG; sq zbiér liczb naturalnych Nat oraz zbiér wartoéci lo-
gicznych Logiczne =g {prawda, falsz}, 1 oraz + sg — jak poprzednio — stala je-
den i dodawaniem w zbiorze liczb naturalnych, natomiast operacja = jest réwno-
Scig w zbiorze liczb naturalnych.

ALGAX) =qer <{2", Logiczne}, {Q, U, =}>
Algebra 4ALG4(X) jest algebrg parametryzowana zbiorem X. Jej nosnikami sa; ro-

dzina podzbioréw pewnego zbioru X oraz zbiér Logiczne, a operacjami sa: stala

D, ktéra jest zbiorem pustym, operacja U, ktéra jest sumg mnogoéciows, oraz =,
l& jest rtébwnoscia zbioréw. |

Niech beda dane dwie algebry: ALG, = ¢ <4, F> oraz ALG;y= 4 <B, G> o sygnaturze
ng = <§, OP>. Oznacza to, ze
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A =q5 {A; | 5€S} oraz B =g {B; | s€ S} sa nosnikami alget?r, a
F=at {fop | 0D= OP} oraz G =gr {g,, | ope OP} sa rodzinami operacji tych algebr.

Homomorfizmen z algebry ALG, w algebre ALG, nazywa sie takq rodzing funkcji H
H':def {hs g AS - Bs | A ES}
se dla kazdej funkcji f,,: 4, X...x4, — 4, dla ope OP, zachodzi warunek

hs (fop (al’ M an))=ggp (hsl (al)9 vy hs"(an))

dla dOWOlnyCh Qj €A _] = 1, ey R I akt, zZe Hjest homorﬂzmem Zapisuje SlQ
5,
H: ALG] — ALG2

Przyklad 8.17
I Dane sa dwie algebry jednorodzajowe:

ALG=<Nat, {1, +}>
ALG,=<Nat,, {1,/}>

gdzie: Nat,= {0, 1, ..., n — 1}, a/ oznacza dodawanie modulo ».

Homomorfizmem jest funkcja 4 : Nat — Nat,, zdefiniowana wzorem

| h(m) = reszta z dzielenia m przez n, dla me Nat.

Jezeli kazda z funkcji b, homomorfizmu H = {hs: A; — B | s€ S} jest funkcja w
jemnie jednoznaczna, to H nazywa sig izomorfizmem.

8.6. Algebra ilorazowa termow

Dana algebra wiclorodzajowa ALG = <4, F> o sygnaturze Sig =<S, OP>,
gdzie:

A ={4;|se S} jest rodzing noénikow algebry ALG,

F={f,,| ope OP} jest zbiorem operacji algebry ALG,
generuje zbidr terméw nad ustalonym zbiorem zmiennych V'

Term(V) = U Term;(V)

56 §

Zbiér ten moze byé podstawa do utworzenia nowej algebry wielorodzajowej, zwanej al
gebrq terméw [Ehrig, Mahr 1985], [Rasiowa 1998], ktéra jest podobna do algebry ALG.
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Algebre termoéw
ALGTerm “def <A> F>
Jla algebry ALG definiuje si¢ nastepujaco:

A= {Termy(V) | s€ S} jest rodzing no$nikéw algebry terméw,

F = {fop | ope OP} jest zbiorem operacji algebry terméw, przy czym operacja ‘f,,,,
ma sygnature:
Sop :Term, (V)X...xTerm, (V) — Term (V)

¢dy deklaracja operacji ma postac: op : s, 55, ..., 5, — s 1 jest zdefiniowana nastgpujaco:
jezeli t; € Termsj dlaj=1,..,n, to fots, ... &) Zaer fop(t1, ver L),

Kazdemu no$nikowi A, i kazdej operacji f,, w algebrze ALG odpowiadajg no$nik
Termy(V') 1 operacja f,, w algebrze terméw ALG .

Niech = bedzie wczesniej okreSlong rodzing relacji binamych =, na zbiorze terméw
rodzaju s€ S.

Relacje te sg relacjami réwnowazno$ci i maja nastepujaca wlasnoéé:

Jezeli ¢, , #; sa termami rodzaju s; oraz b, =, 1, dlaj=1,.,nto

Jop(tsys oo 1) = fop (Gers oo t )
dla ope OP.

Rodzing relacji rownowaznosci o tej wlasno$ci nazywa sie kongruencjq.

Kongruencja jest podstawg do zdefiniowania algebry, nazywanej ilorazowq algebrq
terméw ALG. dla algebry ALG. Dodatkowo algebry te sa homomorficzne, to znaczy
istnieje homomorfizm H : ALG — ALG...

Definicja algebry ALG. jest nastepujaca:
ALG. =4¢< A, F>

gdzig

= {Termy(V) /=, | se S} jest rodzing zbioréw ilorazowych terméw rodzajéow se S,

= { fop | ope OP} jest zbiorem operacji ilorazowej algebry terméw, przy czym

operacja f,, ma sygnaturg

S opTerm (V)/ =, X..XTerm, (V)/ =, — Term (V)/ =,

ady deklaracja operacji ma postaé: op : s, 53 ... 5, —> s i jest zdefiniowana nastgpujaco:
Jezeli [¢,]e Term,, /= dlaj=1,.,n,10 f([t], s [£]) =aet Liopltr, ooor ).

Naleiy przypomnieé, Ze [t] jest oznaczeniem klasy abstrakcji generowanej przez
term ¢,
.
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Cwiczenia

1.

3. Zdefiniowa¢ algebrg definiujaca typ znakowy (string) w jezyku Pascal lub C.

10.

. Niech bedzie dana algebra ALGy,, =45 <Int, {+, —, *}>, gdzie Int =4¢ {100, ...,

. Przedstawi¢ wielorodzajowsq algebre, ktéra bgdzie wyrazaé znaczenie typu wyl

. Zdefiniowa¢ gramatyke, ktéra bedzie generowaé zbiér terméw rodzaju DniTyg

. Dla algebry z zadania 4. zdefiniowa¢ algebrg terméw i ilorazowa algebre termdw.
. Niech 4 =4 {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}>. Pokaza¢, ze algebra ALG zdefiniowa

. Przedstawi¢ wszystkie homomorfizmy algebry stéw ALG, = <{a}", {& ~}> na

. Niech ALG = <{a, b}", {*}>, gdzie ~ jest konkatenacja stéw, bedzie algebra slow

Niech bedzie dana algebra ALGy,, =g <Nat, {0, 1}, {+, —, *}>. Przedstawié gra
matyke generujaca poprawne wyrazenia (termy) zbudowane ze zmiennych repr
zentujacych liczby oraz z operacji podanej algebry.

1, ..., 100}. Przedstawi¢ definicje.dziatan algebry pozwalajaca na okreslenie ig

wyniku dla dowolnych argumentow.

czeniowego, zdefiniowanego w jezyku Pascal w sposéb nastgpujacy:

type DniTygodnia = (pon, wt, $r, czw, piqt, sob, niedz).

dnia, okreslonych przez algebre zdefiniowana w zadaniu 4.

nastepujaco:

ALG =<4, {1,30} U {-, +, *}>
gdzie dla a, be 4

—a oznacza liczbg stanowiaca wynik dzielenia 30 przez a,
at+b oznacza najmniejsza wspolna wielokrotno$¢ liczb a oraz b,
a*b  oznacza najwigkszy wspdlny podzielnik liczb a oraz b,

jest algebra Boole’a.

alfabetem {a} w algebre stéw ALG, = <{a, b}’, {€ "}> nad alfabetem {a, b},
gdzie £jest stowem pustym, a * jest konkatenacja stow.

nad alfabetem {a, b}. Jaka jest moc zbioru wszystkich homomorfizméw 4 : {a, b}
— {a, b} algebry stow ALG w sama siebie?

Pokaza¢, Ze istnieje homomorfizm migdzy dowolng algebra a generowang przez
nia ilorazowg algebra terméw.

0. Rachunek zdan

9.1. Skladnia

Rachunek zdan jest podstawowy czeécia logiki klasycznej. Elementy rachunku byly
nicformalnie wprowadzone i uzywane w poprzednich rozdziatach. W tym rozdziale
przedstawia sig sktadnie i semantyke rachunku zdas.

Tgzyk rachunku zdaf, tak jak kazdy jezyk formalny, definiuje sie przez podanie alfa-
betu — zbioru symboli podstawowych, oraz przez podanie zasad tworzenia z nich napi-
sow — stow nad alfabetem. Symbole alfabetu nazywa sig¢ jednostkami leksykalnymi.
Takie wyrdznienie wynika stad, ze jednostki leksykalne moga by¢ stowami nad innym
alfabetem.

Alfabet jezyka rachunku zdan sktada si¢ z nastepujacych czterech kategorii jednostek
leksykalnych:

* symboli stafych logicznych reprezentowanych przez napisy true oraz false;

* przeliczalnej liczby symboli zmiennych zdaniowych, reprezentowanych przez
dowolnie ustalone identyfikatory, dalej najczeéciej beda uzywane pojedyncze
mate litery p, q, r, ... ;

* symboli spdjnikow logicznych:

negacji

koniunkcji

dysjunkeyi (lub alternatywy)
implikacji

rownowaznosci

g U <>

* dwéch symboli pomocniczych:
lewy nawias (
prawy nawias )

Alfabet rachunku zdan jest zbiorem nieskoficzonym, ale co najwyzej przeliczalnym,
&dyz dopuszcza sie uzywanie dowolnej liczby identyfikatoréw do reprezentacji
“miennych zdaniowych. W praktycznych zastosowaniach dysponuje sie oczywiscie
“Awsze skoniczona liczba zmiennych zdaniowych. Ich postaé — ustalana dowolnie — nie
Ma wptywu na znaczenie jezyka.
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7. alfabetu tworzy si¢ pewne napisy — formuty, ktére — z definicji — sa napisa.mi p
prawnie zbudowanymi. Dalej pojedyncze formuly bgda oznaczane malymi litera

greckimi.
Zbior formut rachunku zdan FORM, nad okre$lonym wyzej alfabetem, jest definiow
ny rekursywnie w nastgpujacy sposob:

e symbole zmiennych zdaniowych oraz symbole statych logicznych sa formuta

nazywa sig je formutami elementarnymi albo atomowymi,
e jezeli xoraz B sa formutami, to formutami nazywanymi formutami zfoZzonymi

napisy:
-, (o= B),(anf), (av p), (s f).
Zbiér formut FORM jest jezykiem formalnym rachunku zdan. Formuty rachunku zd

tez nazywa si€ zdaniami.

Jezeli ajest formula, to kazde podstowo stowa a, ktére jest formuta, nazywa sig po.
Sformulq c.

Przyklad 9.1

I Jezeli dana jest formuta (a A B), to jej podformutami sg e oraz f, a takze wszys
kie podformuty o oraz f. Dla formuly

(=@ v g) A=),
gdzie: p, g, r s3 zmiennymi zdaniowymi, jej podformutami sa formuty:
L '-'(pvq), (PV‘]), b, 9, -, P
Uwaga

W celu zredukowania liczby nawiasow w formutach dalej sie przyjmuje (jf:l
w rozdziale 1.), ze spdjniki logiczne maja ustalong kolejno$é stosowania (wiazania
spojnikéw (od najsilniejszego do najstabszego):

1, AV, =, S,

Pozwala to pisaé na przyktad:
oA IB
oA IBV i4

(= anp),
(marB)yvp,

gdzie: croraz [ sa dowolnymi formutami.

zamiast
zamiast

Gdy takie same sp6jniki wystepuja obok siebie, zaklada sig dodatkowo, ze wyste:
pujace obok siebie spdjniki A, v taczg w lewo, a wystepujace obok siebie spdjniki
=, ¢ lacza w prawo. Na przyklad:
PAGAF
p>qg=r

@Ag)nr,
p=>(@=>nr).

znaczy
znaczy
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przedstawiony jezyk formalny rachunku zdan abstrahuje od postaci zmiennych zda-
niowych. Jezyk ten mozna ukonkretnié, definiujac odpowiednia gramatyke bezkon-
ckstowa.

przyjmuje si¢ konwencje powszechnie stosowana w jezykach programowania, ze
identyfikatorem jest niepusty skoriczony ciag znakéw, ktérego pierwszym elementem
jest dowolna litera alfabetu lacifiskiego, a elementami pozostatymi sa litery lub cyfry
arabskie.

Gramatyke generujaca jezyk formalny rachunku zdan (RZ) mozna zdefiniowaé naste-
pujaco:

Grz =4et <Trz, Nz, Prz, Srz>,
gdzie:

Trz =aer {true, false} U {a, b, ..,z} U {0, 1, .., 9} U AV, =, el o))

Nrz =4er {formuta, formula-elementarna, stala-logiczna, zmienna-zdaniowa, identy-

Sikator, litera, cyfra spdjnik-logiczny}
Srz =der formuta

a zbi6r produkcji Pgz, zapisany w konwencji BNF, ma postaé

Prz =4er {formuta ::= formuta-elementarna |~formutal
(formuta binarny-spdjnik formuta)
binarny-spéjnik-logiczny = A |v|=| &
Jormuta-elementarna ::= stala-logiczna | zmienna-zdaniowa
stafa-logiczna ::= true | false
zmienna-zdaniowa ::= identyfikator
identyfikator ::= litera | identyfikator cyfra | identyfikator litera
litera:=a|b|..|z
cyfra:=0]1]...|9}

Generowany przez podang gramatyke Gz jezyk formalny L(Ggy) jest konkretyzacja
zdefiniowanego rekursywnie zbioru formut FORM.

W celu skrécenia zapiséw cate formuly beda oznaczane pojedynczymi symbolami
! dlatego bedzie przydatne pojecie réwnosci tekstowej formut. Fakt, ze dwie formuty
% [ sq identyczne tekstowo, bedzie zapisywany w postaci o = f.

9.2. Semantyka

Jezyk formalny rachunku zdan w postaci przedstawionej wyzej jest jezykiem bez in-
{Crpretacii. Interpretacja jezyka polega na ustaleniu znaczenia elementéw jezyka
" Jego jednostek leksykalnych oraz formut. W celu przedstawienia interpretacji jest
Onieczne posiadanie pewnego zestawu poje¢ i sposobu ich reprezentacji w jakims
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zrozumiatym jezyku, to znaczy potrzebne jest posiadanie metajezyka — jezyka stz
cego do opisu innego jezyka. Uzywanym tu metajezykiem bedzie jezyk teorii mnog
éci, ktory byt przedstawiany w poprzednich rozdziatach.

Okreslenie interpretacji jezyka polega na ustaleniu dziedzin interpretacji, to jest zbi
row obiektéw, ktére beda wyrazaé znaczenie elementéw jgzyka, oraz na ustaleni
sposobu przyporzadkowania elementom jezyka obiektéw z dziedziny interpretacji.

Dziedzing interpretacyi rachunku zdan jest zZbi6r wartoéci logicznych:
Logiczne =4 {prawda, falsz}
Dalej, zamiast pisaé prawda, fafsz, beda uzywane skroty P, F.

Przyporzadkowanie znaczenia elementom j¢zyka obiektéw nad dziedzing interpreta
dokonuje sie¢ w dwdch etapach: najpierw okrela si¢ znaczenie symboli statych i spd
nikéw logicznych, a nastepnie okresla sig znaczenie formul.

W pierwszym etapie wprowadza sig funkcje interpretacji bazowej I, krétko — interpr
tacje, ktéra okresla znaczenie symboli statych i spéjnikéw logicznych.

Interpretacja (znaczeniem) symboli true oraz false sa wartosci logiczne, odpowie
prawda oraz fafsz. Formalnie wyraza to funkcja interpretacji I w sposéb nastepujacy:

I(true) =4 P

I(false) =4t F
Symbolom spdjnikéw logicznym: —, A, v, =, &, interpretacja I przyporzadkowuj
funkcje o nastgpujacych sygnaturach: ‘

I(=) : Logiczne — Logiczne

_I(n)_, Kv)_, I(=)_, I&)_:Logiczne® — Logiczne

Funkcje te sa okreslone szczegdtowo przez tablicg 9.1.

Tablica 9.1
a b I(—)(a) al(n)b al(v)b al(=)b al()b
PP F P P P P
F P P F P P F
F F P F F P P
P F F F P F F

Tablica okre$la tak zwang standardowq albo gféwnq interpretacje sp6jnikéw logicz=
nych. W dalszym ciagu symbolom sp6jnikéw logicznych bedzie przyporzadkowys
wana wylacznie standardowa interpretacja, dlatego w zapisie symboli statych
1 spOjnikéw logicznych symbol interpretacji I bedzie pomijany. W zaleznosci od kon=
tekstu symbole spéjnikéw beda traktowane wylacznie jako symbole badz jako wyze]
zdefiniowane funkcje. Tak wlasnie bylo w podrozdziale 1.2, w ktérym po raz pierw=
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szy zdefiniowano znaczenie sp6jnikéw logicznych; symbole spéjnikéw logicznych
byty tam traktowane jako funkcje.

Dziedzina' interpretacji wraz z funkcja interpretacji statych i spéjnikéw logicznych
wyznaczajg algebrg jednorodzajowa postaci

<Logiczne, {I(true), I(false)}, {I(—), I(r), I(v), (=), I(e)}>.

Drugim etapem definiowania interpretacji Jezyka rachunku zdan jest okreélenie zna-
czenia (semantyki) dowolnych formut.

Dokonuje sig tego rekursywnie — podobnie jak dla terméw (podrozdziat 8.3) — rozpo-
czynajac od formut elementarnych. State, ktére sg formutami elementarnymi, maja juz
ustalong interpretacjg. Formulami elementarnymi s tez zmienne zdaniowe. Pojedyn-
cza zmienna reprezentuje prosta, niepodzielng wypowiedZ, ktérej mozna dowolnie
przypisa¢ warto$¢ logiczna prawda albo falsz. Interpretacja (znaczenie) symbolu
zmiennej zdaniowej polega wige na przypisaniu temu symbolowi wartosci P (prawda)
albo F (falsz). Niech ZmienneZdaniowe oznacza zbior zmiennych zdaniowych. Przy-
pisanie warto$ci zmiennej bedzie wyrazaé funkcja wartosciowania zmiennych

v ZmienneZdaniowe — Logiczne,

klora zmiennej zdaniowej pe ZmienneZdaniowe przyporzadkowuje pewna wartoéé
logiczna v(p) € Logiczne.

Majqc ustalona funkcje interpretacji bazowej I oraz funkcjg warto$ciowania v mozna
Jednoznacznie zdefiniowaé nowa funkcje, ktéra kazdej formule &r € FORM przypo-
rzadkowuje warto§é logiczna prawda albo fafsz. Ta nowa funkcja '

INT, : FORM — Logiczne

Jest zdefiniowana rekursywnie w sposéb nastgpujacy:
* Jezeli formuta arjest formulaq w postaci statej logicznej, to:

INT,(true) =4 I(true) = P
INT (false) = 4¢ I(false) = F

* Jezeli formula orma postaé zmiennej zdaniowej p, to
INT(0) = 4er v(p).
* Jezeli formuta jest formutg ztozona, to:
INT(—0) = 4t (-)(INT (@),
INT (0> ) = 4t INT (@) I(-) INT(3),
gdzie: - jest dowolnym binarnym spojnikiem logicznym, czyli - € {A, v, =, &},
a I(-) jestjego interpretacja,

.“l@rpretacja statych logicznych nie zalezy od wartosciowania v, a interpretacja
“Miennych zdaniowych nie zalezy od interpretacji bazowej I.
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Uwaga
Do opisu semantyki formalnego jezyka rachunku zdan zostat uzyty pewien metajg
zyk. Warunkiem decydujacym o wyborze danego metajgzyka jest jego zrozumia
toé¢ i dostateczna sita ekspresji, pozwalajaca na wyrazenie odpowiednich faktd
W naszym przypadku metajgzykiem jest jezyk elementarnej teorii zbioréw, kt6
zostal wprowadzony w poprzednich rozdziatach. Do opisu jezyka elementarnej teg
rii mnogoéci byl natomiast uzyty jezyk naturalny, ktéry pehit role metajgzyk
wzgledem jgzyka teorii mnogoéci. Idea definiowania znaczenia jezyka za pomoc
innego jezyka — metajezyka pochodzi od polskiego logika Alfreda Tarskiego'®.

Rozréznienie pomigdzy jezykiem a metajgzykiem wyeliminowato wiele, znanye
jeszcze w starozytnosci, paradokséw lingwistycznych w rodzaju: to zdanie je
prawdziwe albo to zdanie jest falszywe. Przypuscimy, ze chcemy wykazaé, ze Zi
mia jest pfaska. W tym celu wystarczy rozpatrzy¢ zdanie:

Albo cale to zdanie jest falszywe, albo Ziemia jest ptaska.

Zdanie to jest albo prawdziwe, albo fatszywe. Jeéli jest falszywe, to — zgodnie z
go tredcig — Ziemia musi byé ptaska. Jesli za$ jest prawdziwe, to prawdziwa mui
by¢ albo jego pierwsza czg§é: cale to zdanie jest falszywe, albo druga: Ziemia je
plaska. Skoro przyjeliSmy, Ze cale zdanie jest prawdziwe, prawdziwa wigc mu
by¢é jego druga czg$é, czyli ze Ziemia jest ptaska. Zastgpujac zdanie Ziemia je
plaska dowolnym innym zdaniem, moca takiego samego rozumowania mozem
wykazaé jego prawdziwo$é.

Rozréznienie pomigdzy jezykiem a metajezykiem ma jeszcze jedng zdumiewajac
konsekwencje — nie istnieje nic takiego jak prawda absolutna. Mozna prowadzi
dowody w obrebie jednego jezyka, okreslajace, ktére wyrazenia jezyka uznajem
za prawdziwe. Pojecie prawdy nie jest sformulowane w tym jezyku, lec
w jego metajezyku. Z kolei, w obrebie metajezyka mamy do czynienia z innym
wyrazeniami i dowodami, ktdre okre$lajg ich prawdziwosc, ale pojecie prawdziwo
Sci zdan metajgzyka jest okreslone w jego metajezyku (czyli metametajezyku).
Formula o spelnia interpretacie INT przy wartosciowaniu v, co bedzie zapisywan€
W postaci

INT, = o«
wtedy i tylko wtedy, gdy INT, (@) = P. Symbol E jest nazywany symbolem spelniania.
Formula aspetnia interpretacje INT, co bedzie zapisywane w postaci

INT =
wtedy i tylko wtedy, gdy « spelnia interpretacje INT przy dowolnym warto$ciowaniu -

'8 Alfred Tarski (1901-1983).

(_ W niej zmiennych, jest wigc tautologia.
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Poniewaz jest rozwazana tylko interpretacja standardowa, symbol INT bedzie pomijany
=S4
Formulg taka nazywa si¢ tautologiq rachunku zdan.

Dwie formuly & oraz f§ sa réwnowazne semantycznie, jezeli przy tej samej interpreta-
¢ji 1 przy tym samym wartoSciowaniu sg jednocze$nie spehione albo niespetnione.
Fakt rownowaznosci semantycznej formut zapisuje sie w postaci

o=

Uwaga

Symbol réwnowaznosci semantycznej = nalezy odréznié od symbolu réwnowaz-
nosci tekstowej =. Dla dwoch dowolnych formut o £, jezeli o= B, to oczywiscie
réwniez o= [, natomiast wynikanie odwrotne nie zachodzi.

Pomigdzy spdjnikiem réwnowaznosci < a réwnowaznoscia semantyczna = zachodzi
zwiazek wyrazajacy sie przez wlasnoéé

Formuta postaci oz < £ jest tautologia, wtedy i tylko wtedy, gdy a=f.

9.3. Dowodzenie metodg zero-jedynkows

Bezposrednio z definicji interpretacji wynika, ze sprawdzenie, czy dana formula jest
tautologig, moze polega¢ na wyliczeniu prawdziwoéci formuty dla wszystkich mozli-
wych warto§ciowari zmiennych zdaniowych wystepujacych w tej formule. Liczba takich
wartosciowan wynosi 2", gdzie # jest liczba zmiennych zdaniowych. Postepowanie takie
okre$la sig mianem metody zero-jedynkowej. Jej istotg wyjadnia przyklad.

Przyklad 9.2
W celu pokazania, ze formuta
p=(=p)
jest tautologig rachunku zdan, wystarczy zbudowaé tablice prawdziwo$ciowa,

w ktdrej sa zestawione wszystkie mozliwe wartosciowania zmiennych i obliczone
dla nich wartosci formuty i ewentualnie jej podformut,

P q g=p pr=>@=p
F F P P
F P F P
P F P P
P P P P

Poniewaz formuta jest spetniona przy dowolnym warto$ciowaniu wystgpujacych




